MATH-EDUCARE 


NGUYËN DINIT (chủ biên) 
NGUYÊN МООС ПАЛІ 


CÁC ĐINH LÍ VÀ ВА! TẬP 
HAM THUG 





WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 





Lot пот đầu 


Học phản ham thực là phần đầu của khối kiến thức về 
giải tích hiện đại được giảng dạy ở khoa toán các trường Đại 
học Sư phạm và Đại học Khoa học. Đây là học phán mang 
tính trừu tượng cao, do vậy, sinh viên thường lúng túng 
trong việc tiếp thu và giải bài tập. Chúng tôi viết quyền "Cac 
định lí và bài tập hàm thuc" này với mong muốn giúp cho 
sinh viên có thêm một tài liệu tham khảo trong quá trình học 
tập. 

Quyên sách được chia làm bôn chương. Ngoài chương 
0 là phân ôn tập lại những kiến thức cần thiết, các chương 1, 
2, 3 là nội dung chính của sách, bao gòm: không gian mêtric, 
lí thuyết độ do ий tích phán. 

Mỗi chương (trừ chương 0) đều được chia làm bến 
phàn. Phản А là tóm tắt lí thuyết. Ở đây, các định nghĩa, 
định lí được nhắc lại (phép chứng minh các định lí này có thê 
được tim thấy trong các tài liệu tħam khảo [DH], [Ha] hay 
[T]).. Chúng tôi cũng đưa ra nhiều nhận ét, nêu lên các khía 
cạnh khác nhau của vån đề hay các: dạng khác nhau của 
những định nghĩa. Mục đích của phần này 1а giúp cho sinh 
viên (sau khi học ở lớp) có dịp củng có lại lí thuyết bằng cách 
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suy nghĩ và chứng minh lại các nhận xét nảy như lả các bài 
tập mở đầu. Phản B gồm các đề bài tập. Chúng tôi đã có gắng 
sắp xếp các bài tập theo trình tự các tiết §1, §2, §3, ... và từ 
dë đến khó. Phản С là bài tập ôn, thường gồm những bài tập 
có sử dụng các kiến thức tổng hợp trong nhiều tiết khác 
nhau. Phản D là lời giải hay hướng dẫn của các bài tập đã 
được nêu trong B và C. 

Đề sử dụng sách có hiệu quả, sinh viên nên tự giải các 
bài tập. Chỉ khi nào đã giải xong hay không thế giải được mới 
tham khảo phần hướng dẫn. 

Quyên sách được chuẩn bị và hình thành bằng nhiều 
công sức nhưng rất khó tránh khỏi những thiếu sót. Các tác 
giả rất mong muốn nhận được những ý kiến xây dựng từ các 
đông nghiệp và các bạn sinh viên. 

Ниё, tháng 13 năm 1999 
Các tác già 
Ts. Nguuễn Định 
Ths. Nguyên Ngọc Hdi 
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Chương 0 


KIÊN THÚC CHUẨN BỊ 


Trong phần này chúng ta nhắc lại một cách ngắn gọn các 
kiên thức сап thiết cho việc trình bày các chương sau. 

§1. TẬP HỢP, ÁNH XẠ, QUAN HỆ. 

1.1. Тар hợp. 

1.1.1. Сас phép toán trên các tập hợp. 


a) Cho А,В là các tập hợp. Tập А được gọi là tập con 
của tập В, kí hiệu А С В, nếu mọi phần tử của А đều là 
phần tử của B. Hai tập hợp A, B được gọi là bằng nhau nếu 
AC BvàBc A. 


Già sử X là một tập hợp. Kí hiệu Р(Х ) sẽ được dùng để 
chi tập hợp tất cả những tâp con của X. 

Các phép toán hợp, giao, hiệu, hiệu đối xứng của hai tập 
được định nghĩa lần lượt như sau: 


AU B = {т | тє A hay zr € B} (hợp của A và B), 


АПВ = {= |x € A và x € B} (giao của A và B), 
А\В = {т | тє Ахат є В} (hiệu của A và B), 
АДВ = (А\ В) U (B \ A) (hiệu đối xứng). 


Nếu Ап В = Q thì ta cũng nói là А và В rời nhau (không 
giao nhau hay có giao bằng 0). 


Các tính chất. Mối quan hệ giữa các phép toán được 
thể hiện trong các công thức sau: giả sử А, В,С là các tập 
hợp, ta có: 


(i) (АОВ) пС =(ANC)U (BNC), 
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(н) (An В) оС =(AUC)n(BUC), 

(ш) (АО В) \С = (А\С)о(В\С), 

(iv) (Ап В) \С = (А\ С) п(Вв\С). 

b) Hợp, giao của một họ tập: Cho (4;);er là một 
họ các tập hợp. Hợp và giao của họ tập này được định nghĩa 
như sau: 


UA; = {т | Ji € I sao cho гє 4;}. 
Є/ 


ПА = (z | z € A;, mọi š € Г}. 
t€ T 
Ho (A;);er được gọi là rời nhau từng đôi nếu A, П A; =0 khi 
: # J. 
Trường hợp / = ЇЧ, ta thường viết ПА, һау Ú A; thay 
| жии OE ЧАВ. 
сһо ‚п уа Y 4i Các công thức sau là mở rộng của (i) và 


(ii) ở trên (B là một tập tùy ý): 


pn(]4:) = [ J(A; n B), 


ET t€ T 


B U (f ) A.) = (СА, U B). 
іЄ/ іЄ/ 

с) Phần bù của một tập: Già sử X là một tập và 
8,AC X. Tập X NA gọi là phần bù của A trong X và Nước 
kí hiệu là 4°. Các đắng thức sau là đúng. — 

()А\В=АПВ°, - . 

(ü) AC B khi và chi khi B° C А, 

(iii) (AU B)° = AFN ii 

(iv) (AN B) = As U В". 
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Luật De Morgan. 


(4;);er là một họ những tập con cua X. Các công thức 
sau thường được gọi là luật De Morgan: 


(ЈА) =A; (142 =U 4. 
іЄІ іЄІ icl іЄ/ 
1.2. Ánh ха. 
1.2.1. Đỉnh nghĩa và các tính chất. 
Già sử A, B là các tập hợp khác rỗng. Một ánh ra f từ 
А vào B, kí hiệu ƒ: A — B hay z — ƒ(z), là một quy tắc 
cho ứng mỗi phần tử z € А với một phần tử duy nhất y є B. 
Phần tử này thường được kí hiệu là f(r) và gọi là giá | tri 
cua f tại т hay anh cua т qua ánh xa ƒ. 


Hai ánh xa f : A — B, д: А — B được goi là bằng 
nhau, kí hiệu f = g, nếu ƒ(z) = g(z), với mọi r € А. 

Cho f : X — Y là một ánh xa. Một don ánh, toàn ánh 
và song ánh duoc dinh nghia nhu sau: 


(ƒ-đơn ánh ) <% = [Vu zy € X, (21) = Ff üa) = my = ma) 
«= (V#\,2 = A<, Ti = то => Ti) = ƒ(m)), 


(ƒ-toàn ánh) «=> = (Vụ € Y, 3z € X : (ж) = у), 


(ƒ- song ánh) 2 (f vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh). 


Bây giờ giả sử f : X — Y là một ánh xạ, A C X và 
В СҮ. Anh của tập А qua ánh xa f, kí hiệu f(A), và nghịch 
anh (tạo ảnh) của tập В qua ánh xạ f, kí hiệu f -1( B), được 
định nghĩa là các tập sau: 


КА) = (w € Y | 3r € A đề cho f(x) = у), 
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f- (В) = {z € X | (=) € В). 
Gia sử ƒ: X — Y, (A;);eí С Р(Х), (B;);eJ C PIY). AFi 
dó: 

(i) КУА) = Ы АЈ). 

(ii) f( 4:) c П /(А;), 

HÀ p А = у UD. 

(i) Ј щн = ЫЈ наз 

(iv) ƒ (O Bi) = П (Bì), 

(v) JB) = (/“1(B))* = XN J YB). 

1.2.2. Hop cúa hai ánh xa. 

Cho f : X — Y và g : Y — Z là hai ánh xa. Khi đó 
hop cua g và f (theo thứ tự đó), kí hiệu g o f, là ánh xa duoc 
dinh nghia boi 

go f :X — Z 
+ —> (go f)(z) = g(ƒ(+)). z € X. 


Ta có thë chúng minh duoc các dáng thúc sau dây: 

(1) (907) (С) =F u e. mọi Сс Z. 

(ü) (go f)oh=go(foh), moih: T — X. 

GD JU E B, mọi Bc Y 
ACTUA moi ñ C K: 

1.2.3. Tích Descartes của một họ tập. 

Giả sử (A;);e/ là một họ các tập hợp. Tích Descartes 

của họ này, kí hiệu H Ai, la tập được định nghĩa bòi 


Д4;={/:1— UA; | f(ü) € Ái, moi € Г}. 
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Phần tử của I ` í hiê 
| N tu cua ПА, thường được ki hiệu là {ri : í € I) hay 
Tehet. 


w Khi họ này chi gồm có hai tập А. В thì tích Descartes của 
chúng sẽ được kí hiệu là Ах B và phần tử của A x B thường 
được viết thành cặp (có thứ tự), nghĩa là 


Ax B = ((a,b) | a € A,b € B}. 

Tuong tự, tich Descartes của n tập, Ái x....x An (cũng kí 
hiệu ПА;) là tập gồm các bộ có thứ tự (a, aạ, ....; đạ } trong 
đó a, € Á,, mọi į = L. 2 sua 77 

Nếu có i € I mà А; = 0 thì ta định nghĩa ПА; = 0. Tuy 
nhiën nếu А; Z 0 mọi i € I thì liệu ta có thể khẳng định là 
JI A, khác Ø không ? Không thể trả lời câu hỏi này bằng cách 
chi sử dụng các tiên đề thông thường về tập hợp. Mệnh đề 
sau дау thường được biết dưới tên gọi là “Tiên đề chọn”. 

tien dè chọn: Nếu (А,\.єу là một họ gồm các tập 
không rong thì ПА, = Ô. 

А 

Dang tương đương của tiên đề chọn: .. 

Nếu (A;)¡c¡ là môt họ gồm các tập khác rồng. rời nhau 
từng đôi một thì tön tại mot tập ЕС ЧА, sao cho ЕПА; 
chúa duy nhất môt phần tử uới mot і € І. 

1.3. Quan hề. 

Một quan hệ (hai ngôi) trên tập X là một tập con 7è спа 
tích Descartes X x X. 

Nếu (z. y) € R thì ta nói “r quan һб 001 y theo quan he 
7" và kí hiệu rRy . 
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1.3.1. Quan hệ tương đương. 


Một quan hệ R trên X được gọi là một quan hệ tương 
đương nếu nó thoả mãn các điều kiện sau: 


(1) cRr, với mọi x € x (tính phàn xa), 

(ü) Nếu 17у thì y7ez (tính đối xứng). 

(iii) Nếu rRy và yRz thì z7©z (tính bắc cầu). 

Giả sử R là một quan hệ tương đương trên X và T € А. 
Lớp tương đương của z (theo quan hệ tương 72), kí hiệu là 
T, là tập 

T := (v € X | 27). 


Tâp hợp gồm tất cà các lớp tương theo quan hệ R thường 
được gọi là tập thương của X theo R và kí hiệu là X/R. Vậy 
XIR = {T |r Ee xX}. 

| Dễ dàng їһау rằng nếu х,у € X thì hoặc là т = 7 hoặc là 
TAF =0. Như vậy tập các lớp tương đương theo quan hệ R 
lập thành một phân hoạch của X, nghĩa là có một họ (4;)¡e; 
những tập соп của X (mỗi А; là một lớp tương đương), 4; П 
А; = @ nếu i Z j sao cho X = ЫА: 


Ngược lại nêu (4;);e; C P(X) sao cho А; П A; = Ø nếu 
i j và ОА = X thì a 


R = {(z,y) € X x X | 3i € I sao cho x,y € A,} 


là một quan hệ tương đương trên X mà các lớp tương đương 
(theo R) chính là các А;. 

1.3.2. Quan hệ thứ tự. 

Một loại quan hệ khác trên X cũng có một vai trò quan 
trong là quan hệ thứ tự. Một quan hệ, kí hiệu ” < ”, trên X 
được ро! là quan hệ thú tự (bộ phận) trên X (hay cũng nói 
" X được sắp bộ phận bởi < ' ') nếu nó thoả mãn các điều kiên 
SAU: 
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a) т< х, mọi z € X, 

b) z < và y < z thi z = (phản xứng), 

c) Nếu z < y và y < z thi z < y. 

Bây giờ giả sử X là tập được sắp bởi quan hệ thứ tự bộ 
phận <. lập con Y của X gọi là được sếp thẳng nếu với mọi 
сар các phần tử т,ує Y ta có z < у һау у < =. 

Phần tử + € X được gọi là một cận trên của tập Ү nếu 
Ụ < w, mọi v € Y. 

Phần tử m € X được gọi là phần tử tối đại của X nếu 
quan hệ т < r, x € X kéo theo т = m (lưu ý rằng X có 
thể có nhiều hơn một phần tử tối đại và cũng có thể không có 
phân tử tối đại). Phát biểu sau đây nêu lên một đảm bảo cho 
sự tồn tại phần tử tối đại đối với một tập hợp được sắp. Nó 
được gọi là Bổ đề Zorn. Người ta cũng chứng minh được nó. 
tương với Tiên đề chon. 

Bổ đề Zorn. Nếu nợi tập con sắp thằng của X đều 
có môt cận trên thì X có môt phần tử tối dai. 


$2. SÔ THUC. 

2.1. Nguyên lí Supremum. 

Cho М là một tập con không rồng của tập số thực R. Số 
a Є R được gọi là một cận. trên (t.ư., cán dưới) của М nếu 
với mọi + € M ta đều có z < a (t.ư.., z > а). Ờ dày "<" 
là quan hệ thứ tự thông thường trên R. Cũng dê ý răng cận 
trên hay cận dưới của một tập trong R nếu có sẽ không duy 
nhất. 

Tập АТ c R được gọi là bi chặn trên. (t.ư., bi chặn dưới) . 
nếu ЛТ có ít nhất một cận trên (t.ư., cận dưới). Tính chất 
quan trọng sau đây thường được gọi là nguyên lí supremum. 

2.1.1. Nguyên lí supremum. Мо? tap соп М khác 
f rong của IR bị chặn trên (t.ư., bi chặn dưới) đều tồn tas 
một ейп trên bánh 5-9 с, —— 
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Сап trên bé nhất (t.ư., cận dưới lớn nhất) của tập M 
được gọi là supremum (t.u., infimum) của M và được kí hiệu 
là sup M (t.u. inf M). -~ 


2.1.2. Nhân xét. Các mệnh đề tương duong sau là 
đơn gian nhưng rất thuận tiện trong áp dụng: 


(i) £r <a, Yz € М, 
(ii) Ма < a,3# € M : œ < 2 < o. 

(1) т< ао, тє М, 

| (ii) Ve > 0,32 є М:а-є< 2 <а. 
| (1) п < ао, Утє М, 

| (07) З(т„)» C M : Tn — о (n — оо). 


a = sup M <=>» | 


Với infimum ta cũng có các mệnh đề tương tu như trên. Xin 
độc giả hãy tự phát biểu. 

Trong các chương sau ta cũng sẽ làm việc với tập số thực 
то rộng R := RU Í+ec,—oo} , do đó để thuận tiện ta nêu 
ѓа môt số quy ước sau: - 

Nếu M С R, М # Q và không bị chặn trên (t.ư., không bị 
chặn dưới) thì ta quy ước sup M = +оо (t.ư., inf M = —оо). 
Ngoài ra, inf 0 = +оо. Xin lưu ý rằng nếu sup М = +00, các 
mệnh đề phát biểu trong Nhận xét 2.1.2 cần phải thay đổi ít 
nhiều cho phù hợp. 


2.2. Tính trù mật của tập số hữu tỉ Q. 


ни ke 5 ~ , е ñ | 
Với mỗi cặp số thực (a,b), а < b, bao giờ cũng tồn tai 
möt số hữu ti r sao cho a < r < b. ' 


2,3. Nguyên lí Archimède. 


Với mot số thực a, tồn tại m Є N sao cho a < n. 
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§3. CHUỎI SỐ | 
__ Phân này liệt kê một số kiến thức liên quan tới các chuỗi 
Е dương được sử dụng thường xuyên trong các chuong 3 và 


3.1. Chuỗi số dương và tính giao hoán. 


về p? Фл Е, | ` ы === š 
Nhắc lại ráng nếu (z, ), C R thì chuỗi 5 ` „ được gọi 
n=l 


là hội tu trong R nếu dãy tổng riêng (5, )„єем của nó hội tụ 
T. | | 
trong R (sn = тп € N). 


Nëu lim 5, = +оо thì ta viết = + và nói chuỗi! 


и — 00 


Со Р 
У) „ có tổng là +оо. Trường hợ 


п= 1 


hiểu hoàn toàn tương tư. 


‚ = – 20 cũng được 


оо 
№. UET 
п= | 
ос 
р Là г, 
п= | 


Một chuỗi > z„ được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu 
п= 1 


оо 


» [Тл] < +оо. 


п=] 
Một chuỗi hội tụ tuyệt đối thì hội tu trong R. 


Sau này ta sẽ xét đến các chuỗi У т. таг, € R m € N. 
Tổng của chuỗi trong trường hợp vn cung được định nghĩa 
như trước đây, là giới hạn của dãy tổng riêng 2а МИТ và là 
một số thuộc R. Chuỗi ` Tn mà ть Є |0, +2], moin € N 
được gọi là chuỗi số б Ta có kết quả sau: | 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


MATH-EDUCARE 


14 
== F % # 
3.1.1. Định lí. Nếu У) т, là một chuối đương thi 01 
n=] ad en 
moi song ánh с : N — N, ta đều có У шыла 3, Туй 
=1 n=l 
| Ра 71 
(chuối 5 En có tính giao hoán). 
n=] 
= ca А ғ 
Chúng minh. Gọi a = 2 тһ. b = У, Tơ) (де ý 
п= 1 
a,b € R và а,Ь > 0). Та chỉ: cần chứng minh b là 


< а 
đủ (а < b chứng minh tương tự). Mọi n € N, đặt А 
rna:zr{ơ(1),...,(m)}. Khi đó 


k 
kề То(т) < У m < a. 


тт=1 1=1 


Từ dâyb<a U 


+co 
: = sz s = sử 2 AT | == af ' 
Lưu ú. Đôi khi ta cũng xét chuỗi số У) xn. Tổng cua 


n= —0оо 


TL 
chuỗi này được hiểu là lim J z;¡. 


п-с0 i= y 

3.2. Chuỗi số kép. 

Cùng với chuỗi số thông thường, các “chuỗi số kép” với 
số hạng không âm cũng được sử dụng trong giáo trình này. Ta 
nhắc lại một vài khái niệm và kết qua đáng quan tâm. 

Nấu аат) (п.т) х là một dãy kép VỚI (La тп Є [0, +oc| 

С) 
thì với mỗi n € N cố định, chuỗi У; đam luôn hội tụ trong 
| m=1 
E (tức có tổng là một số thuc hay +оо). Tổng của chuỗi kép 
° | D an т (luôn tồn tại) được định nghĩa là 


ậ=Ì rn=Ì 


со OO k 
) | у (ln = lim » > (ln, w) 
° | 1 А k — oç 


n= 1 m= 1 
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Kết quả về sự thay đổi thứ tự lấy tổng được cho trong định lí 
Sau: 


3.2.1. Định lí, Nếu алт Є [Ũ, оо], тої m,n € N thi 


со со со со 
> >` anm = у [> anm) 
n=] rn=] m=] n=l 


Chúng minh. Đặt a = У s: алт, b = > Уа, 
n=] m=1 __ m=ln=1 


Khi đó với mỗi ai € N, ta có: 


Từ đây ta dễ dàng suy ra được răng а < b. Hoàn toàn tưởng 
tự ta cũng có b <a. Váya =b D 


Lưu ý. Người ta cũng chứng minh được kết quả tổng 
quát sau: 


Nếu алт € [0, +оо] moi m,n € N vào : N x N —¬ 
N x N là một song ánh thi 


со б Со сх) 

ч с^ 
(lạ m = ) › ао(п,т): 

n=l m=] n=] m= 1 
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$4. LỰC LƯỢNG CUA CÁC TẬP HỢP 

4.1. Тар hợp tương đương. 

Hai tập hợp А và B được gọi là tương đương nếu tồn 
tại một song ánh từ А lên В. | 

Rõ ràng là hai tập hữu hạn và có cùng một số các phần 
tu thì tương đương nhau. 

Hai tập hợp tương đương nhau thì ta nói chúng có cùng 
єс lượng. Khái niệm lực lượng là sự mở rộng của khái niệm 
số lương các phần tu của một tập hợp. 

4.2. Tập hợp đếm được. 

4.2.1. Định nghĩa. Тар hợp А được gọi Р tập đếm 
được nếu nó tương đương với tập các số tự nhiên ЇЧ: 
{1,2.3,---}. Nói cách khác, tôn tại một song ánh từ N lên 
А. Lúc này ta nói А có lực lượng đếm được. 

Rõ ràng là nếu А là đếm được thì các phần tử của А có 
thể xếp thành dãy vô hạn at, dạ, đa, - - -. 

4.2.2. Nhận xét. 

(i) Tập hợp các số hữu ti Q là tập đếm được. 

(ii) Mọi tập con của một tập đếm được đều là tập hữu 
han һау аёт được. 

(iii) Mọi tập vô hạn đều có chứa một tập con đấm được. 

Ta nói một tập А là không діа đếm được nếu nó là tập 
hữu hạn hay đấm được. 

4.2.3. Đỉnh lí. Hợp của một họ hữu hạn Һау đếm 
được các tập đếm được là một tập đếm được. 

4.2.4. Định lí. Nếu thêm một tập hữu hạn hau đếm 
được vào môt tập vô hạn thì không làm thay đối lực lượng 
cua tập hợp vô hạn nùy. 
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4.2.5. Định lí. Тар hợp tất cả các айу hữu hạn có 
thể thành lập được từ các phần tử của mot tập đếm được 
là một tập đếm. được. 

4.2.6. Hệ Làn Tap hợp tất cả các da thúc р(х) = 
ng + аүт + аот? + -.. + ay: r”, n € N обі các hệ số hữu tỉ 
(nghĩa là các a; € Q) là môt tập đếm được. 

Ngoài các tập có lực lượng đếm được còn có những tập 
hợp vô hạn không đấm được (không phải là tập đếm được). 
Chẳng hạn, người ta chứng minh được rằng tập hợp các số 
thực R là một tập vô hạn và không phải là tập đếm được. 
Hơn nữa, R tương đương với khoảng (a,b) hay đoạn [a.b], 
a,b € R. Lực lượng này được gọi là lực lượng continum và 
thường được kí hiệu là e. 


BÀI TẬP 


1. (Áa)neN là họ một tập. | 
Да ) Hãy xây dung một họ („)neN sao cho : В, C В, і 
- và Ú F. = О ân: | | 

P Tb) Hãy xây, dựng một họ („)naeN sao cho B, ПВ! = 0 
nếu n Z m và О Аһ = Ú Bn. i 


(c) Gia su diều A. C Аһ+1,п Є М. Hãy xây dung họ 
(B„)„ sao cho В, N В, = Ú nếu n Z т’, U Án = U Bn và 


2. ƒ: X — Y là một ánh xạ. Chứng minh răng các 
mệnh đề sau tương đương: 
(a) ƒ là một đơn ánh, 


bì (Ап B) = f(A)n f(B). mọi A, B C X , 
x ke cặp các tập A, B C X mà An DB = Q thì 


2-CDLVBTHT 
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ƒ(14)n ƒ(B) = 0. 
3. f: X — Y là toàn ánh khi và chỉ khi 
ƒƯT'(B))=B, mọi BC Y. 


4. Cho một thí dụ vë một ánh xạ f : X — Y và hai tập 
A, H C X sao cho : 


FAN B) #/(4)n/(8). 
5. Cho f : X — Y là một ánh xạ. Chứng tỏ rằng f 
là môt đơn ánh khi và chi khi với mọi tâp Z và rnọi ánh xa 
gı : 2 — X, p : Z — X sao cho fog = foga thì gi = g. 
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KHÔNG GIAN MÊTRIC 
A. Tóm tắt lí thuyết 


Các phép chứng minh của các mệnh đề và định lí nêu 
= phần này có thể tìm thấy trong các tài liệu tham khảo 
DHỊ. 


§1. KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN MÊTRIC VÀ SỰ HỘI 
TỤ 
1.1. Không gian mêtric.(*) 


1.1.1. Định nghĩa. Không gian mêtric là một сїр. 
(Х,а) trong đó X là một tập hợp không rỗng còn d: Xx X — 
R là một hàm (gọi là mêtric) thoa mãn những điều kiện sau: 


(i) d(T, y) > 0,Ут,у Є Х, 
(п) d(x,y) = 0 khi và chỉ khi z = y, 
(її) d(z,y) = d(w,z),V+, € X, 


(iv) d(z,z) < d(x,y) + d(w,z).Vr,u,z € X (bất đẳng 
thúc tam giác). 


Số thực d(x,y) được gọi khoảng cách giữa т và y trong 


1.1.2. Nhân xét. 


(a) Điều kiện (i) được suy ra từ các điều kiện (ii) - (iv). 
Thật vậy với х,у € X, | 


(YX)Khái niệm không gian mêtric được đưa ra lần đầu tiên vào 
đầu thế kỷ 20 bởi nh toán học Pháp M.R. Fréchet. 
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0 =4(т,т) < 4(т. у) + d(y,z) = d(x,y) + dầu, z) 
© (шуу, 
(b) Nếu d' : X x X — R thoả тап các điều kiện (i), (iii), 
(iv) và | 
(u) z=pthì d(r,y) =0 


thì ' được gọi là một giả mêtric trên X và (X, d!) gọi là không 
gian gia mêtric. Từ một giả mêtric d’ trên X ta có thể xây 
dựng được một mêtric trên một tập thương thích hợp. Thật 
vậy, xét quan hệ tương đương, Үг, у € X, 


тео => (жуу) == 0. 


Khi đó với mọi 7,9 Є X/ ~ (#,ÿ là các lớp tương đương 
tương ứng cua r và y), hàm d xác định bởi 


q m Ù) = а (Жуу) 
là mật mềtric trên X/ ~. 


(c) Nếu ø là một hàm số xác định trên X x X thoả mãn 
(1), (1) và (iv) thì bằng cách đặt 


đặt, у) = p(t, 9) + ply, х), т,ує X 
ta được một mêtric trên X. 


(d) (X.d) là một không gian mêtric. 


| е. оге r Khi đó với moi 
гой. и.о € X. nhờ vào (iv) ta có: З 


ld(+, у) — d(u,v)| < d(x, u) + 4(у, v). (1.1) | 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


MATH-EDUCARE е 


(е) A, là các tập hợp con không rỗng của không gian 
mêtric (X,d), £o € X. Ta định nghĩa: 


đ(rọ,) := inf (то. y). 
d A B) «= nf đức, y). 
My: 


Lúc này với mọi rT, € X, 


|d(, А) ~ а(у, A)| < d(x,y). (1.2) 


О аду ta sử dụng quy ước inf = +оо. Hơn nữa, dễ thấy 
гапе nếu d(A, B) £ 0 thì ANB = 0. Điều ngược lại nói chung 
là không đúng. 


1.2. Sự hội tụ trong không gian mêtric. 
Giả sử (X,d) là một không gian mêtric, zo € X và r > 0. 
Các tập 
B[zo r) : Tm € X] (тт) < rb, 
‚ В(то,т):={тє Х| đ(z,zo) < r) 


lần lượt được gọi là hinh cầu mé và hình cầu đóng tâm то 
bán kính r trong X. Một tập А C X gọi là bị chặn nếu nó 
được chứa trong một hình cầu nào đó (mở hay đóng) của X. 

Rõ ràng nếu 0 < r < r! thì B(ro,r) D B(zo,r) và 
B(o.r) D B(o,r). Hơn nữa, В(то,т т) С В(то, т). Тиу 
nhiên đối với các không gian mêtric nào đó vẫn có thể xảy 
ra В(т,т) = B(x,r) hay В(т, r) D В(хо,т) hay В(т,т) D 
B(r.r”) với r < r! (xin độc giả tự tìm thí dụ). 


1.2.1. Сіа sử (Zn)nen là một dãy trong không gian 
mêtric ( X, d) (đôi khi cũng nói tắt là không gian mëtric X nếu 


WWW.MATHEIDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
22 
không sợ nhầm lẫn), zo € X. Dãy (z„)„ được gọi là hội tụ 
vè то trong X nếu dim d(£n, To) = 0. Lúc này ta gọi то là 
giới hạn của dãy (za)a) và kí hiệu z„ — zo khi n — ос hay 


lim Tn = To. Vậy 


n — > 


` ve > 0, Jro > 0 sao cho Yn > n 

hm z. = To < 0 0 
ti а “п а и thì đ(Zan, то) < 4 
s Nas k Ba, p asss ац | 

thì za € B(o,e€) / ` 


Như thế nếu lim tn = zọ thì với bất kì e > 0, chỉ có thể 
r:— CC 
có nhiều lắm là một số hữu hạn các phần tử của dãy (za)a 
năm ngoài hình câu mở tâm то, bán kính є. 
1.2.2. Nhân xét. 


(а) Từ bất đắng thức tam giác ta dễ dàng suy ra được 
răng giới hạn của một dãy trong không gian mêtric là duy nhất. 
Hor: nữa nếu (т„)„ C X hội tụ và có giới han là zo € X thì 
‘глог dãy con của nó cũng hội tụ và có cùng giới hạn là то. 


(b) Mêtric d là liên tục theo nghĩa : nếu (za)a, (ул), C X, 
Тр — To, Yn — Yo khi n — оо thì d(zn, Yn) — d(7o, уо) khi 
п — оо. Điều này có được từ bất đẳng thức (1.1), 


|đ(tn, Yn) — d(zo,yo)| < d(En, zo) + (уа, yo) 
và tính hội tụ của các dãy (т), (уһ). 
$2. TẬP MỞ, TẬP ĐÓNG TRONG KHÔNG GIAN 
MÊTRIC 


Cho (X,d) là môt không gian mêtric, A,B C X. 
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24.1. Tập mở, tập đóng. 


Tập A C X được gọi là mở trong (X,d) (hay nói gọn, 
А mở trong Х) nếu với mọi z € А, tồn tai т > 0 sao cho 
(йт € А. | 


Tập F C X được gọi là đớng trong X nếu Ƒ°:= X N F 
là tập mở trong X. 


_ Như vậy các tập 0, X là các tập vừa mở vừa đóng trong 
X và А là mở trong X khi và chi khi А là đóng trong X. Hai 
định lí sau nêu lên các tính chất cơ bản của các tập đóng, то 
trong X. 


2.1.1. Định lí. Cho (X,d) là một không gian mêtric. 
Khi đó: 
(i) Hợp của một số tùy ý các tập mở trong X là môt 
tập mở trong X, | 
(ii) Giao của một số hữu hạn các tập ing trong X là 
môt tập mg trong X. 


2.1.2. Định lí. Giả sử (X.d) là một không gian 
mêtric. Khi đó : 
(i) Giao của một số tùy ý các tập đóng trong X là một 
tâp đớng trong Х, 


(ii) Hợp của một số hữu ham сіс tập đóng trong X là 
môt tập đóng trong X. 


Tập số thực R với mêtric xác định bởi d(z,u) = |r – 
1|,, y € R (gọi là mêtric thông thường trên R) là một không 
gian mêtric. Với mêtric này, mọi khoảng mở (a,b) C R đều 
là tập mở. Tập mở trong R có một cấu trúc đơn giàn được 
phát biểu trong định lí sau: 
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2.1.3. Đỉnh lí. Moi tập mở trong IR đều là hợp của 
một số hữu hạn hay đếm được các khoảng mó rời nhau 


tưng đó: p Si 
Trong R” với ЧЕНЕ cách Euclide, 


/ +! 2 
d(z.y) = (Уе = 1) 


I= l 
к= (Ti ... ah y = (Yii Уп) ЄК" 
chúng ta không có được kết quà đẹp дё như ету К song ta 
vẫn có được mệnh đề sau: 

2.1.4. Mệnh đề. Mi tập mở khác rỗng của IR” đều 
là hợp của môt số hữu hạn hay đếm được các hình câu mở 
(các: hành cầu này có thể có giao khác rỗng). 

Một cách khác để phân tích các tập mở trong R” là dùng 
các hình hộp nửa то. Gia sử a = а,Ь = b € R”. Một hộp nửa 
mở xác định bởi a,b, kí hiệu A[a, b), là tập 


Ае. 0) = {ж = [ту 1u) € R” S< m Йй L... ny. 


Dë ý rằng A[a,b) không là tập mở và có thể là tập 0 (nếu có 
tụ Wa bị, < ú). ' 


2.1.5. Mệnh đề. Mỗi Ар то trong П" đêu có thể 
được biểu điển dưới dang hợp của một số hữu hạn hay đếm 
được các hình hộp пча me rời nhau từng đổi một. 


Phép chứng minh của các Mệnh đề 2.1.4-2.1.5 có thể tìm 
{һау trong [V]. 


2.1.6. Không gian con. Cho А là một tập con của X. 
Khi đó d, = daxa : АХА — R là một mêtric trên A. Không 
gian (А, йд) được gọi là không giun con của (X,d). дд được 
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gọi là mêtric cảm sinh bởi mêtric ở lên tập A. Như vậy mỗi. 
tập con А cua X đều có thể xem là không gian con của nó. 
Вау giờ gia sử A C X và BC 1. Khi đó có thể xem B 
là tập trong không gian (А, đa) và cũng có thể xem nó là tập 
con cua (X,d). Do đó có thể nói đến tính đóng (mở) của B 
trong (А, đa) và trong (X,d). Mối quan hệ giữa các khái niệm 
này được làm sáng tó trong định lí sau đây. 
2.1.7. Định lí. (X. d) là không gian mêtric, A C X và 
ВСА. 
(1) В là tấp тә trong A khi ой chỉ khi B = ANG véi С 
là tập то trong X, 
(ii) В là tập đóng trong A khi và chỉ khi B = ANF обі 
F là tập đóng trong X. 
Như vậy nếu А là tập mở (đóng) trong X thì B то (đóng) 
trong А khi và chi khi B то (đóng) trong X. 
2.2. Phần trong, bao đóng của một tập trong 
không gian mêtrïc. 
2.2.1. Phần trong. Giả sử Á là một tập con trong 
không gian mêtric X. Ta định nghĩa phân trong cua А, kí hiệu 
intA hay А, là hợp của tất cả các tập mở chứa trong А. Vậy 


ІПЁА := JG. 


Gmở 
GCA 


2.2.2. Các tính chất đơn giản. Các khẳng định sau 
dễ dàng được suy га từ định nghĩa phân trong của một tập: 
(1) int A là mở mọi A C X và int(int4) =int А, 
(ü) int АСА, mọi АС X, 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


26 MATH-EDUCARE 


(ii) AC B thì int4 C int B, 
(iv) int A là tập mở (trong X) lớn nhất chứa trong А, 
nghĩa là nếu G mở, G C 4 thì G C ¡ntA. 
“(у) А mở khi và chỉ khi intA = A, 
(vi) int A là tập tất cả các điểm trong của A (nghiã là tập 
những điểm r € X mà có r > 0 để B(x,r) C А). 


2.2.3. Bao đóng. Bao đóng của А (trong X), kí hiệu 
là А hay cl(4), được định nghĩa là tập: 


А:= СЇР. 
F dóng 
FA 


2.2.4. Các tính chất đơn giản. Tương tu nhu phân 
trong của một tập, với bao đóng ta có các tính chất sau: 
(i) Á đóng với mọi AC X, (4) = А, 
(ü) AC À, mọi AC X, 
(1) Ac B th À c B, | 
(iv) A là tập đóng bé nhất chúa А, nghĩa là mọi tập F 
= đóng và F 2 Athì F O À, 
(v) A đóng khi và chi khi À = A. 
2.3. Điểm tụ, điểm dính của một tập. 
Một tập U có chứa một hình cầu tâm z € X (bán kính 
r > 0 nào đó) gọi là một lân cận của điểm z. Ta thường dùng 
kí hiệu U (z) để chỉ lân cận của điểm т. Mọi r > 0, B(x,r) là 
một lân cận của т và thường được gọi là r-lán cận của т. 
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2.3.1. Điểm dính. 


Điểm т € X được gọi là điểm, dính của A nếu với mọi 
lân cận U(x) của z đều có U(z)n А Z 0. Vậy 


(т là điểm dính của4) @ (Vr > 0, 8(z,r)n A #0). 


2.3.2. Điểm tụ. Điểm z € X được gọi là điểm tu của 
A т т = : JA т^ TÊN. ' р Р 
tập A nêu với mọi lân cận U(x) của z, U(z) N A chứa ít nhất 
một điểm khác với z. Dễ thấy rằng 
là tập vô hạn 


(т là điểm tụ của A) © i Р “e aj 


2.3.3. Nhàn xét. 


(1) Mọi điểm tụ của А đều là điểm dính của А (điều ngược 
lại nói chung không đúng). Điểm tụ hay điểm dính của một tập 
có thể thuộc tập đó hoặc không. Chšng hạn, А = (0,1]U {2} 
thì 0,1 và các điểm thuộc (0, 1) đều là các điểm tụ của 4; các 
điểm dính của A bao gồm A và các điểm 0, 2. 


(z là điểm dính của А) <> ( Puja Са т 
khi n. — оо 


3(z,), С А, in 3 tw, nếu 
(т là điểm tụ của А) © n Z TỶ” Và ть — T 
khi n — oo / 


Bây giờ chúng ta tìm mối quan hệ giữa А và các điểm dính 
của А. Từ định nghĩa А ta có: 


4= (Е = NE = (GF = =(intA4°)°.  (*) 


Fđóng DA Сто СА“ Guiở CA" 
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Để ý rằng 
(тє int AS) < (Эт > 0: В(т,т) Q А = XNA). (**) 
Do đó từ (*) và (**) ta có: 
(r€ А) ©(тё int А) 


< (Vr > 0, B(z,r) ПА #0) 
© (т là điểm dính của A). 


Ta đã chứng minh được hệ диа sau: 

2.3.4. Hệ quả. А là tập tất cả các điểm dính của A. 
Kết hợp Nhận xét 2.3.3 và Hệ quả 2.3.4 ta được: 

2.3.5. Hệ quả. А đóng khi và chỉ khi A chúa тоз 


Ый = =P № ^ 
điểm. dính của nó. 


2.3.6. Hệ quả. 
(А đóng) & (V(Tn)„ С A, £n > T(n — оо) thì z € A). 


Hệ quả 2.3.6 cho ta một tiêu chuẩn rất thuận tiện để kiểm 
tra tính đóng của một tập А. 


2.4. Tập trù mật, không gian khả li. 


Giả sử А, В C X. Ta nói tập А là trù mật trong B nếu 
B C А. 


Nếu À = X thì ta nói À tru mat trong X. 
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Như thế nếu A trù mật trong X thì mọi z € X đều là 
điểm dính của A, Điều này có thể diễn tả lại như sau: 
(A trù mật trong X) © k E Ä,3(#n}n C М ` 75) 
khi n — оо 
Үт € X,Vr > 0, 
а ЄА:ає A 


Mệnh đề tương đương cuối cùng có nghĩa là tại bất kì 
điểm т nào của X nếu ta vẽ một hình cầu bất kì (bán kính 
r > 0) thì hình cầu đó cũng có chứa ít nhất một điểm của A. 
Điều này nói lên ý nghĩa cơ bản của tính trù mật. 

Một không gian mêtric có một tập con đếm được trù mật 
trong nó được gọi là một không gian khá li. Các không gian 
К (chứa tập hữu ti Q đến được, trù mật), R” (chứa tập đếm 
được Q" trù mật) là những thí dụ đơn giản về các không gian 
mêtric kha li. 


§3. АМН ХА LIÊN TỤC 
3.1. Ánh xạ liên tục 
3.1.1. Định nghĩa và các tính chất đơn giản. Giả 


su (Х,а), (Y, а!) là các không gian mêtric, f : X — Y là một 
ánh xạ, АС X và zo € X là một điểm cho trước. 


e Ảnh xa f được gọi là liên tục (LT) tại то nếu với mọi 
€ > 0 tồn tại ó > 0 (có thể phụ thuộc vào € và то) sao cho 
với mọi z € X mà d(z,zọ) < ó thì đ(ƒ(+), ƒ(o)) < є. Định. 
nghĩa trên có thể được diễn tả lại dưới nhiều ngôn ngữ khác 
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nhau như sau. 


Ve > 0,36 >0: Vz € А, 
Мем 6 PA. то) < ó thì d'( f(z), f(zo)) < ` 
Ve > 0, 36 > 0 sao cho z € 
i P В(хо, 65) thì f(z) € B(f(zo), є) J 
ы > 0,36 >0: ƒ(BŒo, кў} 

C В(}(то),е)), 


> Í Ve>0,36 > 0: ). 
” AJ :(В(7 (20), є) 2 Bo, б) 


e Ta nói f liên tục trên X nếu nó liên tục tại mọi z Є X. 


<> 


e Nếu f liên tục tại mọi r € А (А C X) thì ta nói f liên 
tục trên А. 


Để ý rằng khái niệm “ƒ liên tục trên 4” ở đây nói chung 
không trùng với khái niệm “fja : А — Y là liên tục” (xin độc 
gia tự tìm các thí dụ minh họa). 


e Ánh xạ f : X — Y gọi là liên tục đều trên X nếu với 
mọi є > 0, tồn tại é > 0 (chỉ phụ thuộc vào e) sao cho với mọi 
r, € X, d(T, y) < ó thì đ(ƒŒ), f(zo)) < € 


Dễ thấy răng một ánh ха liên tục đều trên X thì liên tuc 
trên X. Điều ngược lại nói chung không đúng, chăng hạn, hàm 
f : R > R, f(x) = х là liên tục trên R nhưng không liên tục 
đầu. Thật vậy với ó > 0 tuỳ ý thì f(x + 6) — ~ƒŒ) = ô(2z + 6) 
có thể lấy những giá trị lớn tuỳ ý. Một thí dụ về ánh ха liên 
tục đều là ánh xạ f : X — R với f(x) := d(x, A), (ỦU#Ac x 
cho trước, xem (1.2)). 


Các định lí sau đây nêu lên các đặc trưng cơ bản của các 
ánh ха liên tục trên các không gian mêtric cũng như cho ta các 


tiêu chuẩn hữu hiệu để kiểm tra tính liên tục của một ánh xa 
(tại một điểm, trên X). 
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3.1.2. Định lí. (tiêu chuẩn qua dãy) Ánh та f liên tục 
lạt To khi và chỉ khi uới тої абу (т) C X, £n — zo thì 
№2.) — ƒ(o) (khi n — оо). 

3.1.3. Dinh lí. X,Y là các không gian mêtric, f : 
X — Y là một ánh za. Khi đó các mệnh đề sau đây là 
tuong duong: 


(i) f liên tục trên X, | 

(11) uới тої tập mở G C Y, f -1(G) là tập mở trong X, 
(111) uới mọi tập đóng F c Y, f -1( F) là tập đóng trong 
(iu) РА) c F(A), moi AC X. 


3.1.4. Định H. io XYZ là ba không gian тёбе. 
To € X, ƒ: X — Y liên tục tại zo và g : Y — Z liên tục tại 
уо = f(zo). Khi đó ánh та hợp go f: X — Z liên tục tại 
To- 


3.2. Ánh xa đồng phôi và mêtric tương đương. 


3.2.1. Phép đồng phôi. 

| Cho (X,d), (Y, а) là các không gian mêtric. Ánh ха f : 
X  Y được gọi là một phép đồng phổi từ X lên Y nếu f là 
một song ánh liên tục và ánh xạ ngược của nó cũng là ánh ха 
liên tục từ Y lên X. Lúc này các không gian X, Y được gọi là 
các không gian đồng phôi với nhau. 

3.2.2. Nhân xét. 

_ (i) Theo Định lí 3.1.3, một phép đồng phôi từ X lên Y 
biến một tập mở (đóng) trong X thành một tập mở (đóng) 
trong Y. Họ các tập mç trong một không gian mêtric (X,d) 
thường được gọi là một tôpô trên X (sinh bởi ở). Dễ thấy các 
khái niêm lần cận, tập đóng, điểm dính, bao đóng, phân trong, 
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tập trù mật,... chi phụ thuộc vào tôpô dang khao sát trên Х và 
chúng được gọi là các khái niệm tôpô (các khái niệm hình cầu, 
tập bị chặn, bán kính, ... không phải là các khái niệm tôpô). 
Như vây, một phép đồng phôi biến một tôpô trên không gian 
này thành một tôpô trên không gian. kia và ngược lại. Từ đây 
cũng dễ thấy rằng các tính chất tôpô của không gian mêtric 
là bất biến qua các phép đồng phôi, cháng hạn nếu r là điểm 
dính của A thì f(r) là điểm dính của f(A) hay A trù mật trong 
X thì f(A) trù mật trong f(X) = Ү.... 

(ii) Để ý rằng các phép đồng phôi có thể không liên tục 
đều. Một thí dụ minh hoa điều này có thể lấy ánh xạ f : R — R 
với f(r) = zŠ, r € R. 


3.2.3. Phép dàng cu. Ánh xa f : X — Y được gọi là 
một phép dàng cự từ X lên Y nếu f là một song ánh và với 
mọi x,y € X ta đều có đ(ƒ(z), f(y)) = d(x,y). Lúc này ta 
nói các không gian X và Y là đẳng cự với nhau. 

Rõ ràng một phép đẳng cự là một phép đồng phôi. Các 
không gian mêtric đăng cự thường được đồng nhất với nhau. 

Trên một tập nền X, như ta đã thấy, có thể cho nhiều 
mêtric khác nhau để được nhiều không gian mêtric nói chung 
là khác nhau. 


3.2.4. Mêtric tương đương. Hai mêtric d và p trên 
X gọi là tương đương tôpô với nhau (cũng kí hiệu d ~ p) nếu 
ánh xa đồng nhất id : (X,d) — (X, p) là một phép đồng phôi. 
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3.2.5. Nhân xét. 
V(ru)y C Х..г„ — r trong (X. dl) ` 
1) d — < О Е т! Р (A. 
ч) ú [a và chi khi r„ — + trong (X, a 
а W C X, x € X,d(z, А) = 0 khi và chi khi \ 
| p(z..A) = 0 
(a) Ve > 0, Ут € Х, 35 > 0 : Уг € X 
P(x, T) < 6thìd(+,z”) <€ 
(8) Ve > 0,Wz € X, 3ó; > 0:Yr' € X 
(+, +“) < thipa, a < e, 
(ii) Từ định nghĩa và Nhận xét 3.2.4 ta suy ra ngay гапр 
nếu d ~ p thì họ các tập mở (tôpô) trong (X,d) và (X. р) 
trùng nhau. Do đó các khái niệm tôpô trên hai không gian này 
cũng trùng nhau, chẵng han, А C X thì А" (bao đóng trong 
(Х, р)) và Д“ (bao đóng trong (X, @)) bằng nhau: А? = А“. 
Hai mêtric р và d trên X được gọi là tương đương deu 
nếu tồn tại т, M > 0 sao cho với mọi :r..” € X ta có: 


та(т.у) < p(r, 1) < Ма(г, у). 
Rõ ràng гапр hai mêtric tương đương đều thì tương đương 
tôpõ. s 
64. KHÔNG GIAN MËTRIC DÚ 
Cho (X, d) là một không gian mëtric. 
4.1. Định nghha. 


4.1.1. Định nghĩa. Dãy (т„)„ С X được gọi là dấy 
cơ ban (hay dãy Cauchy) nếu lim (7.7) = 0. Nói môt 
| H,IH — ж, 


3-CDLVBTHT 
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cách khác 


Ve > 0, dnạ > 0: Ут, J 


(баа C X là dãy со Бап) = f > nç tH diam Ta) < ë 


4.1.2. Nhận xét. 

(i) Mọi dãy hội tụ trong X đều là dãy cơ bản. 

(ii) Một dãy cơ bản (z-)a C X có một dãy con hội tụ 

đến то € X thì (za)a cũng hội tụ về то. 

(ii) Theo nguyên lí Cauchy, mọi dãy cơ bản trong R 
đầu hội tụ. Tuy nhiên trong một không gian mêtric 
tuỳ ý điều này nói chung không đúng. Chẳng hạn, 
không gian Q .các số hữu ti với mêtric d(x,y) = 
|т— у|,т,у € Q, chứa dãy cơ Бап (Tn)n VỚI Tn = 
(1 + 1) ‚п Є N nhưng dãy này không hội tụ trong 


е Không gian mêtric (X,d) được gọi là düz du nếu mọi 
dãy cơ bản trong X đều hội tụ. 

4.1.3. Nhận xét. 

(i) Tầm quan trọng cơ Бап của các không gian đầy đủ là 
ở chỗ để chứng minh một dãy trong không gian này là hội tụ 
ta chi cần chứng tỏ nó là một dãy cơ bản (khác biệt so với 
việc sử dụng định nghĩa là ở đây ta không cần phải biết trước 
giới hạn của dãy này). 

(ü) Tính đầy đủ (hay không) của một không gian mêtric 
phụ thuộc chủ yếu vào mètric trên nó (chứ không phải tập nền 
X). Để làm thí dụ có thể xét tập Сү, ы các hàm số liên tục 
trên [a,b] C R với các mêtric 
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d(Z, у) = P li (t) — 0)| 


p(z, y) = | |т(?) = (£)|, 2 T,U€ С\а,ы- 

Khi đó (Сү ы,4)-сйп thường gọi là Сү ы- là đủ còn С „ị := 
(Ca), p) là không đầy đủ. 

(Wi) M là một không gian con day đủ của X th M đóng 
trong X. 

(iv) Trong môt không gian đầy đủ, mọi tập con đóng của 
nó đều là không gian con đầy đủ. 

4.2. Các tính chất cơ bản. 

Dãy các hình cầu Bı, Öạ,..., Ð„,... trong X có bán kính 
lần lượt là rạ,7s,...,rn,... được gọi là thết lại nếu В, D 
Bay’ Yne N và lìm rạ = 0. 

4.2.1. Định lí. (Cantor) Dë một không gian mêtric X 


là đầu đủ điều kiện cân và đủ là mọi dấu các hình cầu đóng 
thắt lại trong X đều có môt điểm chưng duy nhất. . 


e Một tập con M cua X được gọi là tập không đâu trù 
mật (hay tập thưa) nếu nó không trù mật trong bất kì hình 
cầu nào trong X. Nói cách khác 


(M không đâu trù mật) < іп = 0 
' moi hình cầu то B c X 
< đầu tồn tại hình cầu 
B iC B mà ПМ = 0 J 


° „Гар А С Х được gọi là tập thuộc phạm trù І nếu 
А = О М; với М; là không даи trù mật, mọi i є N. Tập 
không phải là tập thuộc phạm trù 11 gọi là tập thuộc pham trù 
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II. Định lí sau đây là một kết quả sâu sắc và сб nhiều áp dụng 
trong nhiều ngành của giải tích. 

4.2.2. Định lí. (Định lí Baire về phạm trù) Nếu X là 
không gian. mêtric đầu đủ thì X là một tap thuộc phạm tru 
П. 

š РОС ° a ` 

4.2.3. Hë quả. Nếu X là đầy du và X = U M; thì tôn 
tại їо € N sao cho intM;„ Z 0. 

4.3. Nguyên lí ánh xa co Banach. 


e Cho ƒ: X  X là một ánh xạ. Điểm z* € X được gọi 
là điểm bất động của f nếu f(z*) = +”. 

e Ánh xa f : X — X được gọi là một ứnh та co nếu tôn 
tại œ € [0, 1) sao cho 


d(ƒ(z), 700) < ойт, y), mọi z, € X. 


Rõ ràng răng nếu f là một ánh xạ co thì f liên tục đều 
tren X. - 

Định lí sau đây gọi là Nguyên lí ánh xạ co Banach và đóng 
một vai trò rất quan trọng trong nhiều lĩnh vực của toán học, 
đặc biệt là lí thuyết các phương trình vi phần, phương trình 
tích phân, bất dáng thức biến phân,... 

4.3.1. Đỉnh lí. (Nguyên lí ánh xạ co Banach) Gid sử 
X là nôt không gian métric đầu đủ và f : X — X là một 
ánh та co. Khi đó f có duy nhất một điểm bất động. 

4.3.2. Nhận xét. 

(i) Sự tôn tại điểm bất động т* (cua f) trong Định lí 4.3.1 
thường được chứng minh bằng phương pháp хар xi. Cụ thể là 
xuất phát từ một điểm tuỳ ý To € X và đặt rı = ƒ(zo),?a = 
(ж) (а ОВУ (za Ja С X sẽ lề dãy cơ Бап 
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và hội tụ về điểm bất động z* duy nhất của f. Озу (Zø)„ chính 
là dãy xấp xi của nghiệm của phương trình ƒ(z) — z = 0. Sai 


số ở bước xấp xi thứ n (tức Ta) được đánh giá bởi công thức 


d(r„,#*) < 





зо, fo), 


œ 
1 

(ii) Lưu ý rằng không chỉ các ánh ха co mới có điểm bất 
động. Chẳng hạn, một hàm f : [a,b] — [a,b] liên tục (không 
nhất thiết là ánh xạ co) thì có điểm bất động (xin độc giả hãy 
tự chứng minh điều này). 

4.4. Đầy đủ hoá không gian mêtric. 

Chúng ta đã thấy được tầm quan trọng của các không 
gian mêtric đầy đủ. Một điều thú vị là mọi không gian mêtric 
không đầy đủ đều có thể được “bổ sung” để được một không ` 
gian đầy đu theo nghĩa của định lí sau: 


4.4.1. Định lí. Dối uới mọi không gian mêtrie tuỳ y 
đều tồn. tai một không gian Thêtric đầu đủ X sas cho 


(i) X là không gian mêtric con của Х, 
(ii) X trù mật khắp nơi trong X. 


Không gian mêtric đầu đủ X thoả man, (i) và (11) là duy 
nhất sai khác một phép dàng си uà được gọt là một “đầu 
đủ hoá” (һау là “bổ sung”) của không gian X. 


§5 KHÔNG GIAN COMPACT 


5.1. Тар compact và không gian compact. 


Cho (X,d) là một không gian mêtric và A C X. 
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ợc gọi là hoàn toàn bi 
hú bởi một số hữu han 
vu E-A 


5.1.1. Định nghĩa. Tập Ả đư 
chặn nếu với mọi € > 0, А đầu d ugc phú | 
các hình cầu bán kính є, nghĩa là, tôn tại 71, +2: -- 
sao cho АС U Ö(z¡,€). Nói một cách khác: 

t= 


Ve > 0, "тц, Tn € д 


(А hoàn toàn bị chặn) ® | Vz € A, Jio € (1,..., n] 
để d(x, Tịa } < €. 


e Với € > 0 cho trước, một tập M C X được gọi là một 
c-ưới cho tập А nếu Ут € А,Зу € M sao cho đ(Z,1) < €. 
Nếu M là tập hữu hạn thì ta nói M là e-lưới hữu hạn cho А. 
Vây có thể phát biểu 


ПИРОТ? / Ye > 0, tôn tại một c-lưới 
(A hoàn toàn bị chặn) © | hữu bạn chó A i 


5.1.2. Nhân xét. 
(i) Một tập hoàn toàn bị chặn thì bị chặn (xem 1.2, §1). 
(ii) Trong R" khái niệm bị chặn và hoàn toàn bị chăn là 
tương đương nhau, nghĩa là А C К", À bị chăn khi và chi khi 
A hoàn toàn bị chăn. 
(ii) Nếu bản thân X hoàn toàn bị chặn thì X khả li. Thật 
vậy, với mỗi т. € N, tồn tại Ł-luói hữu hạn M, cho A. Khi đó 
A "i Ы мач 
dë chứng minh được M = „Y M, là tập đấm được trù mât 
trong X. 
р 5.1.3. Định nghĩa. Tập А С Х được gọi là compact 
пеи với mọi dày (z„)n С А đều tồn tại một dãy con (rn, )k C 
(z„)n hội tụ về một điểm ro € A. 
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e Nếu X là tập compact thì ta nói X là không gian com- 
pact. 


e Tập ACX được goi là compaci tuong đối trong X 
nếu À là tập compact. 


Từ định nghĩa tập (không gian) compact ta có ngay các 
khẳng định sau: 


5.1.4. Nhân xét. . 
(i) Một không gian mêtric compact thì đầy đủ. 
(ii) A là tập compact thì A đóng trong X. 
Các định lí sau đây là các kết quả quan trong và sâu sắc. 
5.1.5. Đỉnh lí. (Hausdorff) X là không gian mêtric, 
AC X. Khi đó 
(i) Nếu А compact thì А đóng và hoàn toàn bi chặn 
trong Х, 
(ii) Nếu А đóng ъй hoàn toàn bị chặn còn X là đầu đủ 
thì А là compact. 
Từ các Nhận xét 5.1.2, 5.1.4. và Định lí 5.1.5 ta có ngay 
các hệ qua sau. 
5.1.6. Hệ quả. Giả sử AC IR”. Khi đó A là compact 
khi và chỉ khi А đóng và bi chặn. 
5.1.7. Hệ quả. Nếu X là compact thì X đầu đủ và 
khả li. 
5.1.8. Định lí. (Heihn-Borel) Dë một tập А C X 
là compact, điều kiện cân và đủ là või mot họ các tập md 
(Ga)«er mà U Ga D А, tôn tại một số hữu hạn các tập 
at 
, š o k т. 
của họ này Ga, Ga, зао cho ОС, D А. 


1=1 
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e Một họ các tập (mở) con của X, (Gz)«er mà .U Ga 3 
А thường được gọi là một phủ (t.u phủ то) - К 4. Nếu I 
hữu han thì phú (t.u phú mở) (Gœ)ze¡ được gọi là một phu 
(mở) hữu hạn của А. Nếu J C I và UaeJGo D Athi (Ga)«e 
được goi là một phù con. của phú (Ga)aer- Vậy Định [ 5.1.8 
có thể phát biểu lại : “ А compact khi và chi khi mọi phu mơ 
của А đều tồn tại phủ con hữu һап". 
5.1.9. Nhận xét. Để ý гапе nếu (Ga)«er làm một 
phủ mở của X thì vì U Ga = X nên | U Ga) =Q һау 
œ€Ï œ€Ï 
n F, = Ú với Е, := GS. Một hệ quả trực tiếp của Định lí 
:1 


Ск É: 
Heihn-Borel là: 


V(F$)«cr› Falà đóng trong X, mọi 


, œ€lvà N Fa=Q thì tồn tại 
Xcompaect © w€! 


Œœ¡,...Œ„ € I sao cho DFe = Ü 
/V(Fx)«e:, Fa là đóng , mọi a € I mà N 
VJ C I,J hữu hạn, N F, Z 0 

œ€.} 
thì 
| гае 9 





e Một họ các tập (Е. )„є trong X được gọi là họ có tâm 
nếu với mọi tập J C I,J hữu hạn thì n Fa = 0. Ta có hê 
œ€ ' 

quả Sau: 


5.1.10. Hệ quả. Không gian mêtric X là compact khi 
vè chả khi mọi ho tập döng có tâm trong X đều có giao khác 
réng. 
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5.2. Ánh xạ và hàm số liên tục trên tập compact. 


Các ánh xạ và hàm số liên tục trên các tập compact cũng 
có được các tính chất “đẹp dë" như các hàm số liên tục trên 
một đoạn [a,b] trong R, chẳng hạn, tính liên tục đều, bị chặn, 
đạt giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất. Cụ thể, ta có các định lí 
sau. 

5.2.1. Định lí. Gid sử X, Y là các không gian тёїтїс, 
f : X  Y là môt ánh та và А С X là một tập compact. 
Khi đó nếu f liên tục trên A thì f liên tục đêu trên А. 

5.2.2. Định lí. Gid sử f : X — Y là một ánh та liên 
tục, AC X là tập compact. Khi đó f(A) là tập compact. 

5.2.3. Định lí. A C X là tập compact và f : A ¬ IR 
là môt hàm. hiến tuc. Khi đó f bi chặn và đạt được giá tri 
lớn. nhất, nhỏ nhất trên А. i 


5.3. Xấp xi hàm liên tục bằng đa thức, 
Định lí Weierstrass. 
Xét không gian Сулу các hàm số liên tục trên [0,1] với 


mêthic “max”. Gọi W là không gian con của Co, gồm tất cả 
các đa thức dạng 


д(т) = nạ” + аут”! +...+а„,тп E€ М, т є |0, 1]. 


5.3.1. Định lí. (Weierstrass 1) Với mọi f € Солу, mọi 
€ > 0, ton tại g € W sao cho d(ƒ,g) < є. 


5.3.2. Nhàn xét. 


: (1) Định lí 5.3.1 cho thấy mọi hàm số liên tục trên (0. 1] 
đều có thể được хар хі bởi một đa thức (trên [0, 1]) với đô 
chính xác tuỳ ý. | 
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(ü) Từ Định lí 5.3.1 ta cũng có ngay rằng với mọi f € 
Солу, tồn tại một dãy (gn)nen C W sao cho gnf trong Сто, 
(hội tụ đều). Một cách diễn đạt khác: W trù mật trong Со, 1]. 


5.3.3. Định lí. Với mỗi g € W tà uới mỗi € > 0, tồn 
tại một đa thức д" € W với hệ số hữu tỉ (túc các a; Є Q) 
sao cho 1(9,9°) < є. 

Các kết luận ở Định lí 5.3.1, 5.3.3 còn đúng cho Сл với 
[а,Ь] C R tuỳ ý. Ngoài ra vì tập các đa thức trên Іа, 5] với các 
hệ số hữu ti là tập đếm được nên một hệ qua trực tiếp cua 
hai định lí trên là. 

5.3.4. Định lí. Không gian Се ы là khả li. 


5.4. Tiêu chuẩn compact trong Сү. ej- Định lí 
Azelà- A scoll. 

5.4.1. Các định nghĩa. 

Gia su АС Са ы: 

e Tâp А được gọi là bi chăn từng điểm. trên [a,b] nếu 
với mọi т thuộc [a,b], tồn tại Kz > 0 sao cho |ƒ(+)| < Kz, 
mọi f Є А. Tập А được gọi là bi chặn đều trên [a,b] nếu tôn 
tại M > 0 sao cho |ƒ(z)| < M, mọi r € [a,b], mọi f € А. 

e А được gọi là đồng liên tục tai то Є [a,b] nếu với mọi 
e > 0, tồn tại ó > 0 (ó nói chung phụ thuộc vào ту và є) sao 
cho với mọi y € [abh |y — mol < 6 thì |ƒ(z) = ƒ(zo)| < е, với 
mọi f € А. A được gọi là đồng liên tục trên [a,b] nếu nó 
đồng liên tục tại mọi т € [a,b]. 

e А được gọi là đồng liên tục đều trên [a,b] nếu với mọi 
e > 0, tồn tại ó > 0 (ó chỉ phụ thuộc vào e) sao cho với mọi 
+, Є [a,b], |r — r'| < ó thì [ƒ() — ƒ( )| < є, mọi f € A. 
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5.4.2. Định lí. (Azelà-Ascoli) Cho A C Ср. 

(i) Nếu А là compact tương đối trong Сы thì A bi 
chặn đều uà đồng liên tục đều trên [a, b]. 

(ii) Nếu A bị chặn từng điểm ой đồng liên tục trên [a,b] 
thi А là compact tương đối trong Cia ul]. 

Định lí 5.4.2. cho ta một tiêu chuẩn rất thuận tiện để 
kiểm tra tính compact (compact tương đối) của một tập trong 
không gian Сү. ы. Định lí này cũng được mở rộng ra cho không 
gian С(Х) (thay vì Сы ы) gồm các hàm liên tục trên không 
gian compact Х với тёїгіс 


d(f,g) = max |ƒ(z) — ø(z)|, ƒ.ø € C(X). 


§6. KHÔNG GIAN LIÊN THÔNG 


6.1. Không gian liên thông. 


6.1.1. Định nghĩa. Không gian mêtric X được gọi là 
liên thông nếu không tồn tại hai tập mở khác rỗng А, B C X 
sao cho AU B = X, AN B = 0. Nói cách khác một không gian 
X là liên thông nếu trong X không có một tập nào vừa mở 
vừa đóng khác với 0 và X. Tập А C X được gọi là liên thông 
nếu không gian con А là liên thông.. 


6.1.2. Nhân xét. 

(i) Không gian R là liên thông và tập А C R là liên thông 
khi và chi khi А là một khoảng (bị chặn hay không bị chặn, 
đóng, mở, hay nửa đóng hay nửa то). 


(ii) A là tập liên thông trong X thì А là liên thông. 
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6.2. Các tính chất. 
6.2.1. Định lí, Giả sử (As)aer là một họ những tập 
liên thông trong không gian métric X và Q Aa + 0. Khi đó 
s. Сү 
UA. là một tập liên thông trong X. 


6.2.2. Nhận xét. Trong Định lí 6.2.1 nếu I = {1,2}, 
ta được: nếu А), А» là các tập liên thông và А; N Ах Z 0 thì 
A, U А» liên thông. Từ đây bằng quy nạp ta được: 


Nếu А;,..., An 15 những tập liên thông trong X và А; П 
Аал Z 0,i=1,...,m = 1 thì О А; là tập liên thông trong X. 
+= | | 


6.2.3. Dinh lí. X,Y là những không gian mêtric và 
f : X — Y là một ánh та liên tục. Khi đó nếu AC X liên 
thông thì f(A) là tận liên thông trong Y. 


6.2.4. Nhận xét. Từ Định lí 6.2.3 và cấu trúc của 
tập liên thông trong R (Nhận xét 6.1.2) ta suy ra rằng nếu ƒ : 
X — R liên tục còn А C X là liên thông và c,d € ƒ(4),c < d 
thì với mọi £ Є (c,d) đều tôn tại 2 € А sao cho ƒ(z) = £. 
Điều này là mơ rộng của định lí về giá trị trung gian của hàm 
liên tục trên một khoảng trong R và cũng cho ta thấy được 
Бап chất bën trong của định lí giá trị trung gian đã biết. 
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В. Bài tập 


81. Khái niệm không gian mêtric, tập mở, tập 
đóng. 


Bài 1.1. Cho (X,d) là một không gian mêtric. Với mỗi 
T,€ X, đặt 


р1(2, у) | 
pa (m,y) = min(1, d(7,y)). 





(a) Chứng tó răng pı, ро cũng là các mêtric trên X. 
(b) (Tn)nen C X. Chứng tỏ гапе ba mệnh đề sau là 
tương đương: 


(i) (za)a hội tụ đến zo trong (X, 2), 
(ii) (za)a hội tụ đến zo trong (X, pı), 
(Hi) (za)a hội tụ đến те trong (X, p2). 


Bài 1.2. Trên К", ta đặt, với z = (T\,...;Zn). у = 
(y1, m р Yn). 
тп 
dì (+, у) == У ` |z; = yil, 
i=] 


doo(,U) = max |z; — yil- 
(a) Chứng tỏ răng dı; doo là những mêtric trên R". 


(b) Hãy xác định hình cầu В((0, 0), 1) trong các không 
gian (R, dı), (RẺ, đe). 


Bài 1.3. Cho X là một không gian mêtric compact. Gọi 
Œ(X) tà tập tất cả các hàm số liên tục trên X. Trên C( X) ta 
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М р(/.9) = max| f(z) — (т), fig € С(Х). 
Chứng tỏ rằng р là một mêtric trên C(X}. 
Bài 1.4. Cho (X,d) là một không gian mêtric, А С X. 
Chứng tỏ rằng 
(a) Я = [z € X |d(z,A) =0}, | 
(b) A đóng khi và chỉ khi A= А {тє X |d(z,A) < $}. 


Từ đó suy ra rằng một tập đóng trong X là tập dạng С; và 
một tập mở là một tập dạng Е. 

(с) Giả sử p cũng là một mêtric trên X. Hãy chứng tỏ rằng 
p tương đương tôpô với ở khi và chi khi mọi z € X, À C X, 


d(x, А) = 0 © p(z, А) = 0. (*) 


Bài 1.5. Xét hàm: р: R x R — R xác đinh bởi, với 
T, vy € К, 
l+|z—w|, néu có một và chỉ một 
0(Z, y) = trong các số x, у dương, 
|z — y| các trường hợp còn lại. 


(a) Chứng tỏ rằng ø là một mêtric trên R. 

(b) ø có tương đương tôpô với khoảng cách thông thường 
trên R, d(x,y) = |x — |, không ? 

Bài 1.6. Giả sử А, В là các tập con của ы gian 
mêtric (X, d). Chứng tỏ đảng 

(a) ПАП В) = Ап intB, 

(b)'intAU intB C (АОВ), 
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(с) 4UB= АОВ, 
(9) AnBc AnB. 
(e) Nếu B mở t ti Án B c An B. 


Bài 1.7. Cho (X,d) là một không gian mëtric, A, B là 
hai tập đóng trong X sao cho An B = 0, zo g А. Gọi 


G:={z€ X | d(z. А) < d(x, B)}. 


Chúng tò răng 

(a) đ(zo, А) > Ü, 

(b) G là mở trong X, A c G và GNB = 0. Từ đây suy ra 
răng tồn tại các tập mở U và V trong X sao cho Á C U, B c V 
та U n V =f. 

Bài 1.8. Trong tập N các số tự nhiên ta đặt, moi m, n € 
N, 
l nếu m = n. 
1 + —— nếu т £n. 
(a) Chúng minh d là một mëtric trên N. 
(b) Chúng minh (N, d) là một không gian mêtric đủ. 


d(m, п) := 


(с) че (N,d) hãy xác định các | hình cầu đóng 5, 
B(n, 1+ b), n € N. Chứng tỏ rằng A Br = 0. 


Bài 1.9. To không gian Clo,¡ị (với mêtric “max” ) xét 
các tập: 


Mo := {z Є Co, | z(t) < 70(#), mol t € [0,1]) 
Mì = {r Є Со, | 2(#) < то(#), mọi tE [0, 1]} 


trong đó то là một phần tử cho trước trong Cjo 1. 
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(а) Chứng minh Mo là mở và М là đóng trong C|0, 1]. 
Từ đó suy ra rằng nếu A.B € R.A < B thì tập 

М; := {x € Co | A < z(t) < B,t € |0, 1]) 

là mở còn Мз := {гє Con | A < z(t) < B, Vt € |0,1]} là 
đóng trong Со, |. | 

(b) Xét 

Ma := {т € Cion) | 0 < zŒ) < 1,£ € [0, 1, т đơn ánh} 

Ms .— E Е Со, 1 | Б: |0, 1] —* 0, 1]. г toàn ánh} ; 
Ma, Ms có là các tập đóng không? 

$2. Ánh ха liên tục. 

Bài 2.1. Giá sử X,Y là các không gian mêtric và 
f: X — Y là một ánh ха liên tục đều. Chứng minh 


(a) Nếu (z:„)„ là dãy Cauchy trong X thì (ƒ(ra))n là dãy 
Cauchy trong Y; _ 


(b) Nếu А là một tập hoàn toàn bị chăn trong X thì f(A) 
là tập hoàn toàn bị chấn trong Y. . 


Bài 2.2. Cho ƒ và g là hai ánh xa liên tục từ không gian 
mêtric X vào không gian mêtric Y. Chứng minh rằng hàm số 
h: X — R cho bởi h(x) = d( f(x), g(z)) liên tục trên X. Suy 
ra rằng tập hợp {тє X | f(x) = g(z)} là đóng trong X. 


Bài 2.3. Cho (X,d) là một không gian mêtric và А là 
một tập con không rồng của X. 


(a) Chứng minh rằng hàm số 
d(., A): X — R, тюн (т, A) 


là liên tục đều trên X. 
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(b) Với mọi œ € R, tập hợp {x € X | d(z, A) < œ} là tập 
mở còn {x € X | d(x, A) < o) là tập đóng. 


(c) Nếu cũng là tập không rồng của X thì tập hợp 
(z € X | d(x, А) < d(+,B)} là tập mở. Từ đây suy ra rằng 
nếu А và B là hai tập đóng không rồng rời nhau của X thì 
tồn tại các tập mở U,V trong X mà U chứa A và V chứa B 
và sao cho UNV = Сп =@. 


Bài 2.4. Giả sử € Суолу, @ # 0 và f: Соц R là 
hàm xác định bởi | 


1 
Қа) := | 200) (0), z € Со. 
Chứng tỏ rằng tồn tại М > 0 sao cho 
|/ (z) z / у)! < М.а(2, у), VỚI mọi T,y € Clo,tỊ- 
Từ đây suy ra ƒ liên tục đều trên Сол. 


Bài 2.5. Giả sử f : R — R là hàm khả vi liên tục và p là 
điểm bất động của ƒ với [ƒ'(p)| < 1. Chứng minh rằng tồn tại 
một lần cận U của р sao cho lim f" (+) = p với mọi r € U. 

TL—+C—G 


O đây ƒ"(z) = /(/(/(...(/())... ))) ( phép hợp được thực 


hiện n lần). 


Bài 2.6. Già sử f : R — R là hàm khả vi liên tục và р 
là điểm bất động của ƒ với |f (p)| > 1. Chứng minh rằng tồn 
tại một khoảng mở U của р sao cho với mọi r € U \ {p}. tồn 
tại số tự nhiên k thoả mãn ƒ*(+z) 4 U. 


Bài 2.7. Cho ƒ là một hàm số xác định trên không gian 
mêtric X. Chứng minh rằng f liên tục trên X khi và chỉ khi 
với mọi a,b € R, các tập hợp ƒ~!((—oo, ð)) và ƒ~!((a, +оо)) 
là то trong X. 
4~-CĐLVBTHT 
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Bài 2.8. Gọi 


(а) Chứng minh rằng M là tập đóng, không rỗng và bị 
chặn trong không gian mêtric Сулу với mêtric “max”. 

(b) Xét f: Соц — R, f(x) = Јо z2(#)dt. Chứng minh f 
liên tục trên M nhung f không đạt được giá trị nhỏ nhất trên 
M. Từ đó suy ra M không phải là tập compact trong Сто 1]. 

Bài 2.9. Cho X, Y, Z là ba không gian mêtric và f: X — 
Y, g: Y — Z là các ánh ха liên tục. Chứng minh rằng nếu f 
toàn ánh và go f là phép đồng phôi từ X lên Z thì ƒ, д là các 
phép đồng phôi. 

Bài 2.10. Cho X là một không gian mêtric và f: X — 
R", f(z) = Œa(z),..., (с). Chứng minh rằng f liên tục khi 
và chi khi các hàm thành phần f; liên tục, 1 < š < m (trên R” 
xét mêtric thông thường). 

Bài 2.11. Cho các hàm số fi: Соц —-R,1 < i < 3 
xác định như sau: 


fi(z) = sup |zŒ)|. 
0<<1 


falx) = z(a) trong đó a là một số cố định thuộc (0, 1], 

fa() = ф(т(ћ), (72), ... ,#(fa)) trong đó t; € |0, 1], 
1 < í < т là những số cë định, còn y là hàm liên tục trên R". 
Chứng minh саё hàm số này liên tục. 

Bài 2.12. Cho A và В là hai tập đóng không гОпр của 
không gian mêtric X sao cho AN B = 0. Chứng minh rằng 


tồn tại một ánh xạ liên tục ƒ: X — [0,1] sao cho Р(х) = 0 
với moi z' Є А và f(r) = 1 với mọi z € В. 
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Bài 2.13. Cho ƒ là ánh ха từ không gian mêtric Х vào 
không gian mêtric Y. Tập hợp 


G(f) = {(z,y) E€ X xY | z € X, у= ƒ@)} 


được gọi là dó thị cua ánh ха 7 


(a) Chứng minh rằng nếu ƒ liên tục thì đồ thị của nó là 
tập đóng trong không gian mêtric tích X x Y. 


(b) Chứng minh rằng nếu Y là không gian mêtric compact 
và G(ƒ) là tập đóng trong X x Y thì ƒ liên tục. 

Bài 2.14. Xét ánh ха f: Со, ш: R, f(z) = т(1). 

(a) Chứng minh rằng f liên tục đều trên (Со, 1,9) với d 


là mêtric “max".. | 
(b) Chứng minh In Ƒ небы liên tục trên (Со 1,0) VỚI _ 
p là mêtric xác định bởi: р(х, у) = fy |=(t) — w()|di. | 


Bài 2.15. Cho f: (0,1) — R là hàm liên tục. Với mọi 
r, € (0, 1) ta đặt ' 


(т, у) := max {|ƒ(z) — ƒ(9)\.lz — yl}. 


(a) Chứng tỏ rằng d là mêtric tương đương tôpô với 
mêtric cảm sinh trên (0, 1) từ mêtric thông Реч cua R. 


(b) Chúng minh f liën tuc đều trên (0,1), ở 


Bài 2.16. Cho џ: [0,1] x R — R là một hàm liên 
tục. Chứng minh rắng hàm F: Со — R cho bởi F(z) := 
f, ví (t,z()), z € Су, là liên tục. 


§3. Bài tập không gian mêtric đủ. 
Bài 3.1. Cho f : R — R là một ánh ха liên tục. 
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(а) Với điều kiện nào thì ø(z, у) = |ƒ(z)— ƒ(9)l. т,у € R 
là một mêtric trên R? 
(b) Với điều kiện nào thì (Б, р) với p như trên là một 
không gian mêtric đu? 


Bài 3.2. Gọi X là tập hợp tất cả các hàm liên tục trên 
R và có tính chất f(x) = 0 ngoài một đoạn đóng nào đó (phụ 
thuộc vào ƒ). Đặt 


d(ƒ,g) = max|ƒ() — (т); fig € X. 
(a) Chứng minh d là một mêtric trên X. 
(b) Chứng minh (X,d) là một không gian du. 


Bài 3.3. (Nguyên lí bị chặn đều) Giả sử Z là một họ 
hàm liên tục trên R và có tính chất 


Vz € R,3 M, >0: VƒeZ:|/œ)|< Ma. 


Chúng minh tồn tại một tập mở U ç R, U #0, 3M > 0 sao 
cho |/(z)|< M, Vz € U, Vf € >. 


Bai 3.4. Trên tập số thực ta đặt .. 
4. (т,у) = | arctg = — arctg y| 


và 
(г.у) = |е" ~ e|. 
Chứng minh 
| (а) dị, d) là các mêtric trên R, 
(b) (Б, й) (К, da) là các không gian mêtric không đầy 
đu. 


Bài 3.5. Cho X là một không gian mêtric đầy đủ và 
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Ў: Х — X là một ánh xạ co với hằng số co a é [0,1). Giả 
sử tón tại To € X, r > 0 sao cho đ(ƒ(zo),zọ) < r(1 — a). 
Chứng minh rằng khi đó tồn tại duy nhất r* є B(zo.r) sao 
Chờ fla) ж=т*, а 


Đài 3.6. Già sử f : R — R là một ánh xa khả vi sao cho 
апр |/ (т)| < 1. Chứng tỏ rằng / có duy nhất một điểm bất 


động trên R. 


Bài 3.7. Trên R” ta xét mêtric thông thường. Giả sử 
f : R” — R" là một song ánh sao cho có k > 0, k Z 1 để 


4(/ (т), ƒ(u)) = k.d(r, y), mọi z,y € R". 
Chứng tỏ răng ƒ có duy nhất một điểm bất động. 


Bài 3.8. Cho ¿ € Clas) К: [a,b] x [a,b] — R là một. 
ảnh xạ liên tục. Già sử А là số thực. 


(a) Giả sử À thoả mãn |À| < 05у, trong đó M > 0 là 
số thực mà |K (t, s)| < M với mọi (t,s) € [a,b] x [a,b]. Gọi 


Ф: Cau — Сау 
là hàm số xác định bởi 
b 
®(r)(f) = à | F(t,s)z(s)ds + y(t). 


Chứng minh rắng ® là ánh xa co. Từ đó suy ra rằng phương 
trình tích phân 


б “B 
g(t) = a f K(t,s)r(s)ds + y(t) 


có duy nhất một nghiêm z” thuộc Сы. 
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(b) Xét phương trình tích phân (ẩn z € Сы) 
t 
{з= J K(t, s)=(s)ds + y(t), t € [a,b] 


Chúng minh ràng vói moi À € R, phuong trinh trën có duy 
nhất một nghiệm z* thuộc Cia, 


Bài 3.9. Chứng minh rằng tập số hữu tỉ Q không phải 
là tập thuộc loại С; trong К. 


Bài 3.10. Cho X là một tập hợp không rỗng bất kỳ. Gọi 
B(X) là không gian tất cả các hàm số thực bị chặn trên X 
với mêtric d(ƒ, 9) = sup|ƒ(+z) — g(z)|. Giả sử g: X x X — R 

TEX 
là một hàm số bị chặn và a € [0,1). Xét ánh хаф: B(X) — 
В(Х) cho bởi 


(œ(+))œ) = súp ((1—о)-9(2,0)+очибу)}, r€ X, u € B(X). 


Chứng minh ràng ý là một-ánh xa со với hệ số co а và hình 

cầu đóng В tâm 0 bán kính 8 := sup |ø(z,g)| là bất 
(z,)cXxxXx 

biến đối với р (nghĩa là p(B) c B). Do đó о có điểm bất 

động thuộc hình cầu này. . 


Bài 3.11. Cho X là một không gian mêtric đầy đủ và ф 
là một ánh ха liên tục và bị chặn từ X x R vào R sao cho với 
mọi z € X và với mọi у, у € R ta luôn co 


lolz, 1) — @(Z,12)| < Ми — уо | 


trong đó À là một hằng số cố định thuộc (0, 1). Chứng minh 
rằng tồn tại duy nhất một ánh xạ liên tục từ X vào R sao 
cho 

(т) = y(r, u(7)) với mọi z € X. (1) 
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Bài 3.12. (Nguyên lí bị chặn đều ) Cho X là một không 
gian mêtric đầy dú và (ў) „е là một họ các hàm nửa liên tục 
dưới trên X sao cho f(x) := = supJa( г) < oo với mỗi z € X. 


(a) Chứng minh ráng f là hàm núa liên tục dưới trên X. 
(b) Chứng minh rằng tồn tại tập hợp mở U C X và số 
thực К > 0 sao cho f, (z) < K với mọi z € U và mọi œ € I. 


Ghi chú. Hàm g : X — R gọi là nửa liên tục dưới trên 
X nếu với mọi с € R, tập hợp (z E€ X | f(z) < o) là tập 
đóng trong X. 


Bài 3.13. Cho X là một không gian mêtric đủ và А: 
X — X là một ánh xa liên tục sao-cho có n € N để А" := 
Ао До До: ·-оА (п lần) là một ánh xa co. Chứng tỏ rắng A 
có duy nhất một điểm bất động. 


S4. Không gian compact - Không gian liên thông. 
Bài 4.1. Cho hai không gian mêtric X, và song ánh 
f : X — Y. Giả sử tồn tại các số dương М, т sao cho 
má(z,z') < d(ƒ(s), ƒ(e')) < Маз, 2"). 
(a) Chứng minh rằng X là không gian đu khi và chi khi 
Y là không gian đủ. 
(b) Chứng minh rằng X là không gian compact khi và chỉ 
khi Y là không gian compact. | 
Bài 4.2. 
Cho X là không gian compact và Сү C G2 < C-C G, C 
- đà dãy các tập mở trong X sao cho Х = U Gn . Chúng 
minh rằng tồn tại no € N sao cho Ga, = Т, 
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Bài 4.3. Cho f : [a,b] — R là một hàm số liên tục. 

(а) Chứng minh rằng nếu (т„)„ là dãy Cauchy trong [а,Ь] 
thi (ƒ(»))„ là азу Cauchy trong R. 

(b) Chứng minh rằng nếu А là tập đóng trong [a,b] thì 
f(A) là tập đóng trong R. 

(с) Nếu В là tập mở trong [a,b] thì f(A) có là tập mở 
trong R không ? 

Đài 4.4. Cho X là không gian compact và (х„)„ C X. 
Đặt 
F. = (z | k >"), ne N. 
Chứng minh rằng 

(а) N Fa # 0. Nếu X chỉ là không gian đủ (mà không 
compact) thì kết luận còn đúng không ? 

(b) + € i Е, khi và chi khi tồn tại (Tna )k C Liền lu sao 
cho £n, ж Ова 

Bài 4.5. Chứng minh rằng nếu (An)n là một dãy các 
tập đóng, bị chặn trong К sao cho giao của một số hữu hạn 
bất kì các tập cua họ này đều không rỗng thì Г An Z 0. 


Bài 4.6. Chúng sinh đẳng hợp một số hữu hạn các tập 
compact là một tập compact. : 

Bài 4.7. Cho X, Y là hai không gian mêtric. Chứng minh 
rằng 

(а) Nếu £n — To trong X (khi n — оо) thì tập hợp 
K = {Ta | nE N}U {то} là tập compact, 

(b) f : X — Y liên tục khi và chi khi f liên tục trên mỗi 
tập campact của X. 
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Bài 4.8. Cho Е, Р là các tập không rỗng, E compact và 
# đóng trong không gian mêtric X. Ta định nghĩa 


d(E, F) = (2, у). 


inf ở 
r€ ËE,y€ F 
Chứng minh rằng 

(a) Tôn tại zo € E sao cho d(zo, F) = d(E, F), 

(b) Tôn tại то, уо € E sao cho d(zo,to) = ó(E) := 
sup d(a,b), 
a,b€E 

(с) Nếu ЕП F = 0 thì tồn tại a > 0 sao cho d(z,1) > а, 
mọi T € E, y € F. 

Bài 4.9. Già sử X là không gian-compact và f : X — R 
một hàm số sao cho {т € X|f(z) > t) là tập đóng với mọi 
t € R. Giả sử sup ƒ(+) < +оо. Hãy chứng minh rằng tồn tại 

TEA : 


To € X sao cho 
Ато) = sup f (:r). 
r€ X 


Bài 4.10. Chứng minh răng [0,1) không đồng phôi với 
(0, 1). | 

Bài 4.11. Cho А là một tập bị chăn và không đóng của 
R. Hãy xây dựng một phủ mở của А sao cho không có họ con 
hữu hạn nào của nó phu А. 


Bài 4.12. Cho X là một không gian mêtric compact và 
ƒ: X — X là một ánh xạ liên tục. Gia sử Кү D Кә 2 Кз о 
‚++ là một dãy giảm các tập đóng không rỗng của X. Chứng 


minh rằng ƒ( П Kn) = À (Къ). 


Bài 4.13. Cho X là môt không gian mêtric compact và 
A là một tập con không rỗng của X. Chứng minh rằng khi đá 
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tồn tại u Є X sao cho d(w, А) > d(x, А) với mọi z € X. 


Bài 4.14. Cho X là một không gian mêtric compact và 
f : X — X là một ánh xạ thỏa mãn điều kiện 


dli f(z), ƒ(w)) < d(x,y), .mọi z,1 € X,z Z Y. 


Gọi g : X — R là ánh xa xác định bởi g(z) = d(z, f(z)), 
TEX. 


(a) Gọi a = inf g(). Chứng minh rằng tồn tai то € X 
$ 
sao cho д(то) =Q. 


(b) Chứng tó răng e = 0 và zo (tồn tại trong câu (a)) là 
điểm bất động duy nhất của ƒ. 


55. Định lí Weierstrass và Định lí Ascoli. 


Bài 5.1. Cho А là một tập hợp đồng liên tục trên [а,Ь 
của không gian С. ы. Già sử rằng tồn tại zo € [a,b] sao cho 
tập hợp {ƒ(zo)|ƒ € A} bị chặn. Chứng minh rằng A bị chăn 
điểm trên [a,b] và do đó, А là tập hợp compact tương đối 
trong Са, ы. 


Bài 5.2. Cho Х là một không gian mêtric compact và 
(fa)n là một dãy đồng liên tục của C( X). Giả sử tồn tại чый 
hàm f € C(X) và một tập trù mật А của X sao cho ƒ(z) = 
lim п fn(#) với mọi z € А. Chứng minh rằng (ƒ¬)„ hội tụ tới 
t trong СС). 


Chú ý. С(Х) là không gian các hàm số liên tục trên X 
với mêtric “max”. 


Bài 5.3. Giá sử А С Cla,) là một tập không rỗng có 
tính chất: với mỗi є > 0, tôn tại %1, @2..., Yk € Thai ы Sao cho 
A c UE, В(:, e). Chứng tó rằng 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


MA TH-EDUCARE 
59 
(а) A bị chặn đều trên [а,Ь]. | 
(b) А đồng liên tục đều trên [а,Ь]. 


Bài 5.4. Cho А là tập hợp con đồng liên tục của ta ы. 
Chứng minh rằng A là đồng liên tục đều. 


Bài 5.5. Cho X = [0,1] x [0,1] và f €e С(Х). Với 
О<у < 1 ta dinh nghĩa fy : [0,1] — R bởi /„(т) = f(x,y). 
Chứng minh rằng tập hợp F = {fy | 0 < y < 1} là đồng liên 
tục đều trên [0, 1]. 


Bài 5.6. Cho (fn)n C Сы và (fn)n bị chặn đều trên 
[а, 5]. Chứng minh rằng dãy các hàm (ga)a xác định bởi 
Й) = L fa(t)dt với mỗi z € [a,b], n € N, có một dãy 
con hội tụ đều trên [а, 0]. 


Bài 5.7. Giả sử f là một hàm liên tục trên [0, 1] sao cho 


ha n Ƒf(z)dz = 0 với mọi n = 0,1,2,.... Chứng minh răng 
f(z) = 0 với mọi x € [0.1]. 


Bài 5.8. Cho a, 8, y là các số dương và a,b € R, a < b. 
Ta gọi F là tập hợp các hàm số liên tục f : [a,b] — R sao cho 


|/(а)| < + và |ƒ() — ƒ(w)| < lz ~ v|“ với mọi z, € [a,b]. 
Chứng minh F là tập compact của Cia. 
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C. Bài tập ôn. 


Bài O1. Cho E là một tập không rỗng và d: E x E ~ 
[0, +оо) là một ánh xa thoả mãn các điều kiện sau: với mọi 
туе € E, 
(а) dír.u)=Ũ =т= у. 
(8) d(x,y) = а(у, т), 
(0) đí=,z) < max {d(=,y),d(w,2)}. 
(а) Chứng tó rằng d là một mêtric trên E. 
(b) Giả sử т, у, 2 € E sao cho d(z.) # d(y, z). Chứng 
tó rằng 
d(x,z) = max {d(z, y), d(u, 2)}. 
(с) Giả sử r € E và т > 0. Chứng minh các khẳng định 
sau: 
(i) Hình cầu mở (z,r) là tập đóng waag (E,d) và với 
moi y € B(z,r), В(у,т) = B(z,r). 
(ii) Hình cầu đóng B(z,r) là tập mở trong (Е, d) và với 
mọi y E€ В(=х,т), B(y,r) = DB(z,r). 
(9) Dãy (Zn)ne N C (E,d) là dãy Cauchy khi và chỉ khi 


lim đ(Zn,Zn+1) = 0. 


TL —+CG 


Bài O2. Gia sử X,Y là các không gian mêtric và 
f: X  Y là một ánh xạ. Chứng tỏ / liên tục khi và chỉ 
khi với mọi B c Y, f ' (int B) C Д (В )- 


Bài ОЗ. Già sử Ф: [0, +оо) — [0 +оо) là một hàm 
số đơn điệu tăng thoa mãn Ф(0) = 0,$(x) > 0 khi u > Ü và 
ö(u+u) < #(u) + ®(u) mọi u,v Є [0, +00). Giả sử thêm rằng 


WWW.MATHEIDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
61 


(X,d) là một không gian mêtric. Đặt, với mỗi z, € X, 
đị(Z,1) = (d(x, у)) 


(a) Chứng tỏ răng d, là một mêtric trên X. 
= (b) Chứng tỏ rằng nếu ® là hàm liên tục tại 0 thì ánh xạ 
id : (X, d) — (X,dı) và cà ánh xa ngược của nó cũng liên 
tục đều. Từ đó suy ra các dãy Cauchy trong (Х,а) và (X, dı) 
trùng nhau. 

Bài O4. Cho X là tập khác 0. Với x,y € X ta đặt 


ied | nếu £ = у, 
2,9] := 2 
° 1 nếu z у. 


(a) Chứng tỏ d là một mêtric trên X và moi tập trong X 
đều là tập то. I 

(b) Cho (z„)„ C X. Chúng tỏ rằng z„ — ro khi và chi 
_ khi tồn tại no > 0 sao cho nếu n > no thì z, = £o. 


(c) Chứng tỏ răng trong không gian (X,d) có thể xảy ra: 
(i) B(=o,r) Z В(то,т) với zo € X và r > 0 nào đó, 
(ii) B(zo,r) C B(o,r?) với 0 < r! < r, 
(d) Một tập 4 C X là compact khi và chi khi A là tập 
huu han. 
Bài О5. Cho các số thuc f,f¿....fạ Є [0,1] và 
œ¡,...œ„ Є R. Chứng minh rằng ánh xa f: Сул — R cho 


bởi f(x) = Y œ;z(t,) là ánh ха liên tục. 
i=l 


Bài O6. Cho X là không gian mêtric, p € X và U là 
một lân cận mở của p. Chứng minh rằng tồn tại một ánh xa 


WWW.MATHEIDUCARE.COM 


m MATH-EDUCARE 


liên tục f: X — [0,1] sao cho ƒ(p) = 0 và f(X NU) = 1. 
Bài O7.. Già sử f: X — X là một ánh xạ liën tuc. 
Chứng minh rằng X đồng phôi với G( f). 
Chú ý. G(f) c X x X. Mêtric trên X x X (cũng được 
kí hiệu là d) xác định bởi 


d((z, у), (2, £)) == а(х, z) Р dụ, t). 


Bài O8. Trên R ta xét mëtric thông thường d(z, Kì» 
[z — |, х,у € R. Giả sử f: R — R là một hàm tăng nghiềm 
ngất. Đặt 


ô(z, y) = |ƒ(z) — ƒ(w)|,với mọi z, € R. 


(a) Chứng tỏ ó là một mêtríc trên R. 
(b) Chứng tỏ rằng các dãy Cauchy trong hzi không gian 


(R,đ) và (R,ó) là trùng nhau tuy nhiên ánh xạ đồng nhất 
id: (R,đ) — (К, 6) chỉ liên tục đều nếu f liên tục đều. 


(c) Tìm một điều kiện cần và đủ mà hàm ƒ phải thoa mãn 
để các mêtric d và ó là tương đương tôpô. 


(d) Tìm một điều kiện cần và đủ mà hàm f phải thỏa 
mãn để (К, 5) là đầy đủ. 


Bài O9. (а) Giả sử (X1, d1), -.., (Xa; dn) là các không 
gian тёїпс m € N). Gọi X = X, х Хох кз» х X„ và 
xét các hàm 01, 22, 03: X x X — R xác dinh bởi: r = 
(раа Tn) у = (Ше Yn) Є Х, 


Ø1 (х,у) => d, (z, Yi), 
pa (z, 9) ~ max ьи, t= la эп} Và 
_Øa(Z) = ® ¡di (zú). 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
| 63 


Chứng minh các khẳng định sau: 
(i) P1, ро, рз là các mêtric trên X. 
(ii) Sự hội tụ trong X theo mỗi mê tric p1, p2, рз là sự 
hội tụ theo từng toa dô. ` 
(b) Cho ((Х;, đ;)), là một họ những không gian mêtric và 


== liệu Với mỗi т = (T;);e N y = (Yi)ie N € X, ta đặt 
t= 


йай = Е 1 di(Ti, уз) 
| 2' 1 + di(Ti yi) 


i=l 
(i) Chứng tỏ rằng d là một mêtric trên X. 
(ii) Khảo sát sự hội tụ trong (X, d). 
Chú у: Theo định nghĩa, 


Пх = [z N — Ù Xil z(i) € X; Vi € м) 
— ((1:):c N| T; € Xi, Vì € N} : 

Đài О10.  Chứng-minh rằng hàm số h: R — (—1,1) 
cho bơi h(x) = TT là một phép đồng phôi. 

Bài O11. Cho X là một không gian mêtric đầy đủ, 
В(то, 8) là hình câu mở tâm то bán kính Ø và f : В(то, 8) — 
X là một ánh xạ co, nghĩa là có À € (0,1) sao cho | 

đ(ƒ(+), ƒ(w)) < Àd(œ,y) với mọi х,у € B(zo, 8). 

Già sử thêm răng d(f(zo),zo) < Ø(1 — А). Chứng minh 
rằng tồn tại duy nhất z" € В(то, В) mà f(z*) = г". 

Bài 012. Cho X, Y là các không gian mêtric và Хә 
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Ү là một ánh xạ. 
© (a) Giả sử А là tập mở trong X. Chứng minh răng Ла 
liên tục tại z € А khi và chỉ khi f liên tục tại =. 


(b) Giả sử А và B là hai tập con của X sao cho AU B = 
X. Chứng minh rằng nếu các ánh xạ ЛА và fis liên tục tại 
To € AN B thì f liên tục tai ro. 


(c) Già sử A và B là hai tập cùng đóng (hoặc cùng mở) 
của X sao cho AU В = X. Chứng minh rằng nếu fla và Дв 
liền tục thì ƒ liên tục. 


Bài O13. Gọi С! là không gian các hàm khả vi liên tục 
trên |0, 1] với mêtric 
ПТ = та т(і — (t r(t = (+ . 
d(x,y) = max (|zŒ) — É)| + |z (0) – y (00 
Chứng minh các ánh ха ƒ;: C! — R, 1 < ¡ < 3 cho bởi, 
+ €CI, 
Р(х) = (о) trong đó to là một điểm cố định thuộc 
0,1] 


xã =f q'(t))? dt, 


T (Р) а 
là Рн да xa liên tục. 


Bài O14. Xét hệ phương trình n. ẩn: 
r; = 3 0:37 +b; і = L. Z АРЕ 7 (1) 
j=! 


trong đó А = (aij), b = (01,02,.-. bn)” -cho sẵn. Chúng tỏ 
răng hệ (1) ‹ có duy nhất nghiệm z = = (1,2, . Tn) nếu một 
trong các điều kiện sau thoả тап: 
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п r Ẹ 
(ü) > Ja¿|<œ<1,i= Ly. 
)=1 


n : 
Œ) 3 Jag|[<œ<1,j=12,..n 


(iii) 32280 <@:<1. 


Bài О15. Giả sử ø € Сым và K : [a,b] x [a, b| x R — R 
là ánh xạ liên tục và tồn tại M > 0 sao cho |K(t,s,£) — 
K(t,s "+E: < M| — €'| với moi (t,s) € [a,b] x [a,b]. Chứng 
minh rằng phuong trình tích phân А Є К) 


а = af K(t,s,z(s))ds + y(t) 
có duy nhất một nghiêm trong Са, ы nếu |À| < Ha: 


Bài O16. Cho А là tập con cấy không gian mêtric X. 
Chứng minh răng tập hợp AU int (X N A) là trù mật trong 

Bài 017. Cho (X,d) là một Tổ gian mêtric, А С 
Х,туЄ`Х và To g A. 

(a) Gia sử А đóng. Chứng to d(zo, А) > 0. | 

(b) Gia sử А campact, khác 0. Chứng tò rằng tồn tại 
Yo E À để 

(то, А) = 4(то, уо). 

(c) Gia sử X = R” với mêtric Euclide và А đóng khác 0 
thì kháng định ở câu (b) còn đúng. 

(d) Tìm ví dụ chứng tỏ rằng phần tử уо tồn tại trong cầu 
(b) có thể không duy nhất. 


5-CDLVBTHT 
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(е) Có thể xảy ra trường hợp To € X (không gian mêtric 
nào đó), А đóng và d(zo, А) < đ(zo, ) mọi y E A không? 


Bài O18. Cho (X,d) là một không gian mêtric. Gọi 
B(X) (t.ư., С(Х)) là tập hợp tất cả các hàm số thực bị chăn 
(t.ư., liên tục và bị chặn) trên X. Xét hàm d: X x X К 
xác định bởi: 


(l(ƒ. g) := зор (2) — ø(z)|, 9 € B(X) ( t.u.. ƒ,ø € C(X)). 


(a) Chứng minh rằng d là một mêtric trên B(X) (t.ư., 
C(X)) và (B(X),3) (t.ư., (C(X), đ)) là một không gian mëtric 
đầy đủ. 
(b) Cho a є X là một phần tử cố định. Mỗi z € X ta 
xác định một hàm f; : X — R theo công thức: 
(у) as d(x,y) = đ(ụ, ), у Є Х. 


Chứng minh rằng fz Є B(X), moi z € X. 
(с) Xét ánh xa 0 : X — B(X) xác định bởi 


ът) = Fx. 


Chứng mình rằng Ø là một phép đẳng cự từ Х lên một không 
gian con của B(X). Từ đó suy ra rằng tồn tại một không gian 
đầy đủ Х sao cho X dáng cự với một không gian con U của 
X mà U trù mật trong X (nói cách khác, X là một đầy đủ 


hoá cua X). 


Bài O19. Cho X, Y là hai không gian mêtric và f: X — 
Y là một ánh xạ. Ta định nghĩa hàm dao động w của f trên 
X như sau 


w(t) = inf {diam F(U) | U là lân cận của r}. 
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(а) Chứng tỏ rằng ƒ liên tục tại р khi và chỉ khi w(p) = 0. 
(b) Chứng tỏ rằng với mỗi a < оо, tập hợp 
{тє X |o(m) <o) 


là mở trong X. | 
(с) Chứng tỏ rằng (p € X | f liên tục tại p) là một tập 
dạng Gs trong X. " 
(9)* Giả sử rằng tồn tại tâp- D C X sao cho cả D và 
D° := X ND trù mật trong X (chẳng hạn, X = R và D = Q). 
Chứng minh rằng nếu G là một tập dang Gs của X thì tồn tại 
một hàm ƒ: X — R sao cho | 


{рє X | ƒ liên tục tại p} = С. 


Bài 020. Са sử f là một hàm số liên tục trên một 
khoảng T C R. Chứng minh rằng đồ thị G( f) của nó là một 
tập liên thông trong RẺ. d 


Bài 021. Gọi Е" là không gian vectơ các đa thức bậc 
nhỏ hơn hoặc bằng n. Cho о, т1,..., т, là n+1 số thực phân 
biệt. 

(a) Chứng minh rằng hàm 4: Ё" x E” — R cho bởi 


а(Р. о) = Э. |P(r;) — Q(,)| 
1=0 
là một mêtric trên Е". 
(b) Gọi F là song ánh tuyến tính từ R”+! vào E", với 
а = (ao,ai,.... Ga), F(a) là đa thức aqo+ay#+aaT?+- - apr”. 
Đặt | 
(а,Ь) = d(F(a).F(b)), a,b€ R"†!, 
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Chứng minh р là một mêtric trên R”+!. Bằng cách chọn 
zo.zÌ,....z" khác nhau ta sẽ được nhiều mêtric mới trên 
Rn+t, 

Bài O22. Cho Ö là một tập liên thông trong không gian 
mêtric X và А C X là một tập bất kì. Chứng minh rằng nếu 
AnB #0 và Bn(X \ А) # 0 thì BnôA #0. 

Chú ý. (Một điểm zọ được gọi là điểm biên của tập А 
nếu mọi lân cận của zo đều có giao không rồng với А và với 
X N A. Tập hợp các điểm biên của А gọi là biên của A và kí 
hiệu дА). 

Bài O23. Cho X là một không gian mêtric và f : X — R 
là hàm số sao cho với mỗi e € R, tập hợp 


La(ƒ) = (z € X | f(z) S a} 
là tâp compact*. Chúng minh rằng / đạt được giá trị nhỏ 
nhất trên X. 
Bài O24. Cho X là không gian compact và f: X — Y 
là ánh xa liên tục. 


(a) Chứng minh răng nếu A là tập đóng trong X thì ƒ(4) 
đóng trong Y. 

(b) Tìm thí dụ chc trường hợp А là tập mở trong X 
nhưng f(A) không phải là tập mở trong Y. 


Bài O25. Cho X là một không gian mêtric và f : X — X 
là một ánh ха liên tục. 

(a) Chứng minh rằng tập hợp tất cả các điểm bất động 
của ƒ là một tập đóng. 


(b) Chứng minh rằng nếu X compact và ƒ không có điểm 


— như. 


*Hàm f như thế được gọi là ¿nƒ-cornpact trên X. 
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bất động thì tồn tại số c > 0 sao cho 


d(ƒ(z),z) >с, mọi z€ X. 


Đài O26. Cho L,X là không gian mêtric compact và 
F : Lx X — Y là một ánh xạ liên tục. Giả sử уо là một điểm 
cổ định của Y. | 

(а) Chứng minh rằng 

Lo = [A € L | 3z € Х,Е(А, z) = 9o} 
là tập đóng của L. 

(b) Già sử rằng với mỗi À € Lo, ánh xạ Б: X — Y xác 
định bởi Fx(z) = F(A,z),= € X là song ánh. Chứng minh 
ráng nghiệm т = Ф(А) của phuong trinh уо = F(A, х) là liên 
tục trên Lo. 


Bài O27. Cho А là một tập con compact của không gian 
mëtric X và U là một tập mở chứa A. Với e > 0, gọi 


В(А, є) = (z € X|d(z, A) < є). 


(a) Chúng minh ráng tồn tai є > 0 sao cho B(A, є) C U. 


(b) Hãy cho một ví dụ chúng tỏ rằng kết luận ở câu (а) 
không còn đúng nếu А là tập đóng mà không compact. 


Bài O28. Cho A là không gian mêtric gồm tất cả các 
hàm số liên tục từ [0,1] vào [0,1] với mêtric "max". Gọi 
A; = {f € A|f đơn ánh }, А, = (f € A|ƒ toàn ánh } và 
Аь = {f € A| song ánh }. Các khẳng định sau là đúng hay 
sai: (а) А; là tập đóng; (b) А, là tập đóng; (с) Дь là tập 
đóng; (d) A liên thông: (e) A compact ? 


Bài O29. Cho (X,d) là một không gian mêtric và A, B 
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là các tập con không rồng của X. 

(а) Chứng minh 4(А, В) = d(A. B) = d(A, B) = d(A. В). 

(b) Nếu А và B là các tập compact thì tồn tại các điểm 
а € А và b € В sao cho d(a,b) = d(A, В). 

(с) Nếu А đóng, В compact và (А, В) = 0 thì ANB # 0. 
Kết luân còn đúng không nếu B chỉ đóng mà không compact? 

Bài ОЗО. Cho (X,d) và (У, p) là hai không gian mêtric 
và К là tập hợp compact của X. | 

(а) Chứng minh răng nếu (Ua)acı là một phu mo cua K 
thì tồn tại số thuc r > 0 sao cho với mọi z € K , hinh càu mo 
B(x,r) nằm trong ít nhất một trong các tập mo Ua. 
(b) Giả sử f : X — Y là một ánh xa liên tục. Chứng minh 
rằng với mỗi є > 0), tồn tại ó > 0 sao cho với mọi z € K,y € X 
mà đ(z,) < ó ta đều có p( f(x), ƒ(w)) < є. 

Bài O31. Cho X,Y là hai không gian mêtric và f: X — 
Y là một toàn ánh. Giả sư tồn tại hai số dương m-và M sao 


cho 


ml(z,) < (Р), f(u)) < Ма(т,у) Ўт,ує X. 


(a) Chứng minh ƒ là một phép đồng phôi. 

(b) Chứng minh rằng nếu X là không gian đầy đủ thì Y 
cũng là không gian đầy đu. 

(с) Chứng minh rắng nếu Y là không gian compact thì X 
‚ cũng là không gian compact. 

Bài O32. Cho 7 là một khoảng không suy biến thành 
một điểm của R. Chứng minh rắng không tôn tại một hàm số 
ƒ liên tục trên Ï sao cho 


(i) Với moi r € INQ, f(x) thuộc R ` Q, 
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(ii) Với mọi z € IN Q, f(x) thuộc Q. 


Bài O33. Cho ƒ : К — Б? là một ánh ха liên tục, 
To € R? và r >0. Giả sử rằng tồn tại f¡,fạ € R sao cho 
ƒ(:) € B(ro,r) và f(t2) £ В(то, r). Chứng tó rắng ƒ(R)n 
S (zo,r ) # 0 trong đó Sl(zo,r) = (2 Є В? | 4(т, r0) = г 
(mặt саи tâm тє Бап kính т © R”). 


Bài O34. Cho (X,d) là một không gian mêtric. Với 
А,В c X,ta đặt | | 


е(А, В) := sup d(x, В), е(В, А; = вор (у, А)), 


тє А Є В 
МА, В) := тах(е(А, В), е(В, A)). (*) 


(a) Gia sử є là một số duong cho trước. Chúng minh 
rắng nếu h(A, B) < e thì Vz € А, Зу €Ð:d(r,u) < € và 
vy € В,Зтє А: ((т,у) < є. 


Ngược lại, nếu Ут є А, Зу € В: (т, у) < є và Vụ € 
B,3r € А: d(x,y) < € thì АА, В) < є. 

Вау giờ gia mêtric а là bị chăn, nghĩa là có số M > 0 sao 
cho d(x,y) < M mọi +, € X. Gọi F(X) là họ tất cả các tập 
con đóng khác rồng của X. 

(b) Chứng tỏ răng h. là một mêtric trên F(X) (gọi là 
mêtric Hausdorff). 

(с) Chứng to rằng nếu (X, а) đầy đủ thì (Z(X).h) cũng 
là không gian đầy đu. 

(d) Gọi Z, (X) là họ tất са những tập đóng và hoàn toàn 
bị chặn trong X. Chứng tỏ rằng Z;p(X) là tập đóng trong 
(Z (X), h). 

(e) Chúng tó ršng nếu (X,d) là khóng gian hoàn toàn 
bị chặn thì (F(X), h) cũng hoàn toàn bị chặn. Do đó nếu 
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(X,d) là không gian compact thì (Z(X),h) cũng là không 
gian compact. . ш 


(f) Giá sử (X,a) tà đầy dú. Chứng tó răng họ Z7¿(X) 
gồm tất са các tập compact của X là một không gian con đầy 
đủ của (Z(X),h). 


Bài O35. Trong không gian C[a, b] với mëtric “max”, ta 
đặt, với mỗi z € N, 
= | | | 1 
= В(0,1)п {тє С|а,ы|®(0) = 0, z(f) = 1 khi t € [—,1]}. 


Chứng minh rằng: 
(a) F, là tập đóng trong C[a, 5], moine N, 
(b) Fai C Fa, MOIN € N và Pin sp 
Bài O36. Gọi ЇЇ là tập hợp tất cả các dãy số thực 


L+ = lên a thoa mãn гар =l l£a| < +O. Với T+ = (EnÌn;1 = = 
(n)n € 1", ta đặt 


d(T, y) = $. lÊn =? |. 


п=1 
Chứng minh răng: 
(a) d là một mêtric trên l}, 
(b) (I!,d) là một không gian đủ, 
(с) (12,4) là một không gian khả li. 


Bài O37. Trong tập hợp s tất cả các "шы số thực т = 
(Е ја ta đặt, VỚI т = (а. и = (72), Є 


d(T, y) := Sre Б-ы. ` 
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(a) Chứng minh rằng d là một mëtric trên s. 
(b) Chứng minh răng (s, d) là một không gian đủ. 


Bài O38. (a) Giả sử X là một không gian mêtric đủ và 
(Fnz)nc N là một dãy các tập đóng không rỗng trong X sao 
cho Fx 2 Fhag và dim Фіат» = 0 (dãy như vậy gọi là dãy 


tập đóng thắt lại). Chứng tỏ rằng П F, Z Ũ. 
r=. 

(b) Chúng minh ráng nëu trong mót khóng gian mëtric X 
mà moi dãy các tập đóng không rỗng thắt lại đều có giao khác 
rỗng thì X là không gian đủ. 

(с) Với già thiết ở câu (а), hãy chứng tỏ rằng П Е, là 
tập chi gồm có một điểm. 


Chú ý. Ta nhắc lại định nghĩa diam F := sup d(z, у). 
r€ F 


Bài O39. Cho (Е, а) là một không gian mêtric compact 
và f : E — E là một ánh xạ thỏa mãn điều kiên sau 
a( f(z), ƒ(w)) > d(z,y), mọi z,ụ € E. 
(а) Cho а là một phần tử của E. Chứng tỏ rằng dãy 


(f"(a))xe м có một dãy con hội tụ về a (kí hiệu f” chỉ phép 
hợp n lần của ánh xạ f như trong Bài 2.5). 


(b) Cho b là một phần tử khác của E. Chứng tỏ rằng dãy 
(f(a), f7 (b))n có một dãy con hội tụ về (а, Б). 


(с) Chứng tó rằng f(E) là trù mật trong E và 
đ(ƒ(a), ƒ(b)) = d(a,b). 


Từ đó suy ra rằng ƒ là một phép đẳng cư từ E lên E. 
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Bài O40. Cho (E, d) là một không gian mêtric và (ala 
là một dãy trong Е. Giả sử rằng tồn tại một dày hội tụ (lp)pe N 
trong E có giới hạn là l và sao cho với mỗi p € N, t, là giới 
hạn của một dấy con của (u„)„. Chứng minh rằng khi đó l 
cũng là giới hạn của một dãy con của (un)n- 
- Bài O41. Cho у: R" — R là một ánh xạ liên tục. 
(a) Giả sử rằng tồn tai l € R sao cho lim (z) = 1 
Iz||—+oo 
Chứng tỏ rằng ƒ là bị chặn và liên tục đều trên R". 
(b) Giả sử răng Jim f(z) = +оо. Chứng tỏ răng f là 
т) +оо 


bị chặn dưới và đạt được giá trị nhỏ nhất trên К". 
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~ ` n “14 r ` А 

D. Bài giải, hướng дап 

L.L. 


(a) Vi d là một mëtric trên X và theo định nghĩa cua рі, 
ta có (với mọi +, € X) 





_ Щй) „ 
p(z, 9) = 1+d(z,) > 0, 
ñ\(, 9) = =0 
ау) Фул) _,, 
р\(т,у) = 1 + d(z, y) = 1+4(у, т) pin, 2). 


Dë waya tỏ pı thoả bất r thúc tam giác ta xét t hàm ç. 
đơn điệu йа ngặt trên s. +oo) (vì ЧУЛ JS 0, t € mares] 
nên nếu z,,z € X thì từ d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) ta nhận 
được 


pi (z, 2) 





IA 





LA 


(để ý d(z,y) > 0,d(y,z) > 0). Vậy pı thoả mãn bất đẳng 
thức tam giác và ø¡ là một mêtric trên X. 

Để chứng tỏ ø¿ là một mêtric ta cũng chi cần kiểm tra p> 
thoả mãn bất đẳng thức tam giác. Các tiên đề còn lai có thể 
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được kiểm tra tương tự như đối với pı. Giả sử T, y, z € X. 
Nếu max {d(z, у), d(y,z)} < 1 thì 


pa (z, z) < d(x,z) < d(,) + d(y,z) = pa(z, у) + pa (g, 2). 
Nếu max {d({z, у), d(, z)} > 1 thì 
pa (z, 2) = min(1,d(z,z)) < 1 < Ø2(,) + Øa(w, 2). 
Như thế ро cũng là mêtric trên X. ¬ 
(b) Giả sử Tn — zo (п — оо) trong (X,d). Khi đó 
d(za„ọ) — 0 khi n — oo và do đó 


P1(n› T0) = 1+ d(za, zo) | 


Vậy Tn — то trong (X, ру). 
Nếu Ta — zo (п — оо) trong (X,d) thì ta cũng có 


Ve > 0 (e < 1), Inn € N : Vn > nọ, d(Tn, To) < € < 1. 
Do dó khi n > no thi 
p2(Tn, 20) = й(т\, To) < €. 


Điều này chúng tó Tn — zo trong (X, рз). Vậy (i) = (0) vè 
(1) = (iii). . 

Bây giờ giả sử Ø1(Zn.Zo) — 0 khi n — оо. Khi đó từ 
công thức xác định ø¡ ta được 


р. (ха, то) 


— 0 
L = pı (Tn, T0) 


d(Tn, To) = 
khi n — оо. Nghĩa là Tn — zo trong (X,d). Vậy (ii) = (i). 
no € N sao cho mọi n > nọ thi p2(£n, zo) < €. Nhưng lúc 
này ta cũng có d(Tn, T0) = P2(Tn, То) < €. Vậy ta cũng chứng 
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minh được (iii) > (i) O 

Nhân xét. 

(i) Kháng định ở (b) cho thấy d, pı và рә là các mêtric 
tương dương tôpô. Tuy nhiên một điều đáng lưu ý là mêtric 
d có thể không bi chăn nhưng са pı và рә đều bị chặn (cụ thể 
là pi (х,у) < 1 và øa(z,) < 1), mọi z, € А. 

(ü) Từ phép chứng minh ở (b) cũng dễ thấy rằng khái 
niệm dãy Cauchy trong cả 3 không gian (X, d), (X. p1), (X, 02) 
là trùng nhau. Điều này cùng với (b) cho thấy ba không gian 
trên hoặc cùng đầy đủ, hoặc cùng không đầy du. 


1.2. Hướng dẫn. Việc kiểm tra các tiên đề mêtric cho 
dị, d оо là đơn giản, dựa vào bất đẳng thức về trị tuyệt đối 
của các số thực: 


la — c| < |a — b| + |b — cl. 


1.3. Hướng dẫn, Chứng minh tương tự như đối với 
không gian Сы. Để ý rằng f,g € C(X) thì f,g bị chặn và 

1.4. 

(а) Giả sử z € X mà d(x, А) := inf d(x, у) = 0. Khi dó 

уЄ 

tồn tại (zn)n С А sao cho đ(z,z„) > 42, А) = 0 hay là 
ta — т khi n — co. Vậy z € А. 
e = Ngược lại, giả sử т € А. Khi đó tồn tại (т) С А sao 
cho d(T, £n) — 0. Vì 0 < d(z, А) < d(T, £n) — 0,7. — oo nên 
d(z, А) = 0. Wawansi nai А) 01, 

(b) Vì A đóng khi và chỉ khi А = А nên cùng với (a) ta 


được, 
А đóng < А = {тє X | d(z, A) =0}. е] 
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Dễ kiểm tra được rằng 
> | 
{тє X | d(x, A) =0} = [`|{тє X | a(z, A) < эң 
riZ | 
Điều này cùng với (**) cho ta 
т. = | 
A dóng < = | +2 а, A) < —=}. 
óng < А Пе ЄХ | d(z, А) < =. 
Gọi Gn := {тє X | d(z,A) < $}. 6, là mở trong (X, d). 
Thật vậy, giả sử т € Gn. Khi đó r := J — d(z, A) > 0. Та 


chung minh B(x, 5) C Gn. Dë ý rằng nếu y є B(T, 5) thì 
d(r, y) < 5 và nếu a € А thì 


d(y, A) < d(y,a) < 4(т,у) + (у.а) < = + (а). 


Do đó 
1 
d(u,A) < 5 L +d(w, A) < r + d(y, A) = = 


һау у Є Gn. 

Vậy А đóng thì А = A G, và các tập Gn là mở (n € N). 
Nói khác đi, А có dạng Gs. Vì phần bù của một tập mở là tập 
đóng nên từ chứng minh trên ta cũng suy ra được rắng một 
tập đóng là một tập dạng Fo. 

(c) Nếu ø và đ tương đương tôpô thì ánh xạ đồng nhất là 
phép đồng phôi nên họ các tập mơ (và do đó họ các tập Gong) 
trong (X, р) và (X,d) là trùng nhau. Vậy các bao đóng А” và 
Д“ của А tương ứng trong (Х, р) và (X,d) cung trùng nhau. 
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d(x, A) = 0 ® (z € A = А?) 
| © p(z, А) = 0. 


Ngược lại, giả sử có (*). Khi đó theo (**), 


А đóng trong (X, d) 


© А = {тє X |d(z,A) =0} = {x€ X | p(z, A) = 0} 
<= А đóng trong (X, р). 


Nghĩa là họ các tập đóng (và do đó ho các tập mở) trong (X, d) 
và (X, р) trùng nhau. Do đó ánh xạ đồng nhất id : (X, d) — 
(X, p) là một phép đồng phôi, nghĩa là d và p là tương đương 
tôpô О0О 

——- Nhân xét. 

(i) Tính mở của tập Gn sau này sẽ được suy ra một cách 
đơn giản từ tính liên tục của ánh ха d(., A) (Bài tập 2.3). 

(ii) Qua phép chứng minh của câu (с) ta cũng thấy ngay 
được rằng 


p= de (А? = А, mọi Á C X. 
(iii) Thực ra ở (c) ta đã chúng minh duoc 
(z€ X | d(>, A) <a} 


là mở và do đó {r € X | d(z, A) > a} là đóng, moi A C 
X a>0 D 


1.5. 
(а) Dễ thấy rằng với moi т,у € R, р(х, у) > 0) và 
0(+, ) = р(у, т). Lại để ý rằng 1 + |z — y| > 1 nên 


(e(z, y) = 0) е (|z — y| = 0) 
aps y). 
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Ta còn chứng minh ø thoả mãn bất đẳng thức tam giác. 
Giả sử z,,z € R. 

Nếu chỉ một trong hai số z, z dương thì р(х, 2) = 1+|т— 
z| còn lúc này ø(z, у) + ply, 2) = 1+ |z — | + ly — z| trong 
tất са các trường hợp có thể xảy ra (z >0, > 0;z > 0,y < 
0;z>0,y<0;z>0,y>0). Vậy 


p(z, z) < р(2,у) + р(у, 2). (7) 
Nếu = < 0 và z < 0 thì ø(z, z) = |у— z| còn 


аа ыа жбус 
T. + y, z] = | аб 
РА, 9) т РАЯ 1 12-31 + [у= z] ` nêu у < 0. 


Trường hợp này ta cũng có (ж). Tương tự như vậy nếu х > 0 
và z > 0 thì (ж) cũng đúng. Vậy р là một mêtric trên R. | 
(b) Mêtric р và mêtric thông thường ở trong R là không 
tương đương tôpô. Thật vậy, hãy xét dãy (т„)„ C R với 
с" 


Vi d(zn,0) = СЮ”) = L — 0 khi n — oo nën z„ — 0 


Tn = 


П, п 


trong (К, d). Tuy nhiên với mọi n € №, 


1 
— + > 1 
TL 


Tn, Tn =l+ —_—— 
р( +1) т 1 | 





nên (z„)„ không là dãy Cauchy trong (К, р) và do đó không 
hội tụ trong (R,ø) О 


1.6. 

(а) Từ các bao hàm thức АПВ C Ау An B c B 
ta được int(AN B) С intA và int(AnB)C intB. Do đó 
int( AN B) С intAN intB. Mặt khác, mtAN intB С ANB 
và intAN intB. là то nên intAN intB C int(AN В). Khẳng 
định (a) được chứng minh. 
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(b) МАС AUB, BC AUB nên intAC int(AU B) 

và intB C int(AU B) và do đó А intB C int(A U B). 
(VV Ас AUB, Вс AUB, ta được 


AuBc AUB c AUB= AUB, 


đẳng thức ở (c) được chứng minh. 
(d) Rõ ràng là АПВ c ANB. Do đó АПВ c An B. 
(е) Lấy tuỳ ý < € Án B và r >0. Vi B là mở nên tồn 
tại ó > 0, ó < r sao cho B(r, ó) с B. Khi đó 


B(x,r)n(An) D (B(z,éój n В) пА = An B(,ô) Z 0 
(vì z € А). Vậy z € Ап B và ta đã chúng minh được AnB С 
ANB D 

Nhận xét. Ở các câu (b). (c), (d), nói chung dấu “=:” 
không хау ra. Đề nghị độc giả tìm các thí dụ minh họa. 
1.7. 


(a) Rõ ràng đ(zo, А) > 0. Nếu d(zo, А) = = 0 thì zo € А 
(xem Bài 1.4). Vì A = A do А đóng nên zo € А, mâu u thuẫn 
với giả thiết zo Z А. Vậy d(zo, А) > 0. 

Cách 2. то € AS то nên tồn tại r > 0 để B(zo,r) N A = 
Ú. Khi đó mọi y € Á,d(Zo, ) >т а: d(zo, А) > r >0. 

(b) Lấy tuỳ ý тє G. Khi đó r ::: d(x, „ Ö) = d(x А) >0. 
Ta chứng ни В(т, 2) Č G. Thšt vậy, nếu y € Bí, 3) thì 
d(x,y) < Т. Từ bất dáng thức (1.2) ở phần А, ta được 





d(z, B) > (т, В) - а(х, у) 
— d(z,A) 2 -d(,A) – d(x,y). 


Do vậy 
d(ụ, B) – (у, A) > = P= d(z, А) — 2d(z,) 
> +T — s0 
5 = z 
6-COLVBTHT 
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Điều này có nghĩa là y € G hay ta đã chứng minh được 
B (z, 1) с G. Vậy С là mở. ` 

Nếu z € А thì d(z,4) = 0 và z ¢ B. Theo (a) thì 
d(x, B) > 0 nên z € G. Vậy Ас G. 

Già sử GN B Z 0 và z € Gn B. Khi đó z € B (nën 
d(x, B) = 0) và z € С. Tôn tai (£n)n С G sao cho d(£n, z) — 
Ü khi n — оо. Dë ý rằng 


ld(~a, B) — d(z, B)| = |d(+a, B)| < d(za. z). 


Vậy d(z„, B) — 0 khi n — оо. Từ đây (và lưu ý £n € G, mọi 


п) 
d(~, А) < d(xa, A) + d(£n, 1) < 42), В) + d(% £) 


cho ta d(z, А) = 0 vì vế phải dần đến 0 khi n — оо. Từ đây 
тє Ам А là đóng. Như thế т € АП В. Маи thuẫn này 
chúng tỏ GN B = 0. 

Đặt U := G và V := X \С thi U, V là các tập то và 
thoả mãn điều kiện đề bài O 

Nhận xét. Sau này ta sẽ thấy việc chứng rainh tập G 
mở sẽ đơn giản hơn nhiều khi ta sử dụng tính liên tục của hàm 
dí., A) — d(., B) (Bài tập 2.3). 

1.8. 

(а) Ta së kiểm tra ở thoả mãn bất đẳng thức tam giác. 
Việc d thoa mãn các tiên đề khác được suy ra ngay từ định 
nghīa của d. 

Giả sử т, n,k Є N. Ta cần chứng minh 


d(m,m) < d(m,k) + d(k,n). [*) 
Nếu m = k hay n = k thì rõ ràng (*) đúng. 
Nếu m 2 k và n Æ k thì vế trái của (ж) bé hơn hay bằng 
2 còn vế phải lớn hơn hay bằng 2. Do đó (*) cũng đúng trong 
trường hợp này. 
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Vây d là một mềtric trên N. 
(b) Giả sử (ka)n là một dãy cơ bản trong (N, d). Do định 
nghĩa 


"Йй nếu kn = km 
d(kn, km) = ( tá КЕГЕ; nếu К. + K... 


nên với є > O và € < 1, tồn tai no > 0 sao cho với mọi 
m,n > по thi d(km, kn) < € < 1. Vậy km = К, mọi m,n > 0 
hay nói khác đi (k„)„ là một dãy dừng và kn = kna mọi n 2 no. 
Do đó kn — Ка, п — оо. Như vậy (N, d) là một không gian 
mêtric đủ. 

(c) Hướng dẫn. Dễ dàng kiểm tra được rằng 


В, := Въ + с) = (ke N |k > n).n € N. 


Nhận xét. Dễ thấy rằng Bn D Ba+1, moi n € N. Nghĩa là 
(22) ен là một dãy các hình cầu đóng lồng nhau trong (N, d). 
Tuy nhiên điều này không mâu thuần với Định lí Cantor (xin 
độc già hãy lí giải). 

1.9. 

(a) Ta chứng minh Mo là tập mo. Gü sử т € Mo. Khi đó 
z = zo — z € Co, z(t) > 0, mọi t € [0,1] nên z đạt giá 
trị bé nhất tại một điểm to Є [0,1]. Ta có z(t) = zo(t) — 

r(t) > mo(to) — z(to) = r > 0 mọi t € [0,1]. Ta chứng minh 
Bí, : 5) c Mo. Nếu y є B(, 5) thì |y(†) — r()| < 5) mọi 
tE o 1]. Do đó với mọi & [0, 1]. 

Т 


r(t)- y(t) 2-9 
Toft) — 2(#) >т. 


Từ đây zo(t) – y(t) > 5 > 0, mọi t € [0,1]. Vậy y € Mo và 
ta có B(z, 5) С Мо hay Mo là то. 
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Giả sử (т„)һ C Mı và Tn — Z trong Су. Khi đó z, (t) — 
#(), khi n — oo, với mọi t € [0,1]. 

Vì z. (t) < zo(£),£ є [0,1] nên Z(t) < zo(), £ € [0,1], nghĩa 
là z € Mı. Vậy М, đóng. 

Hoàn toàn tương tự nếu т, € Со] thì tập 


No := {т Є Сло, 1] | 21(#) < r(t), mọi t € [0, 1]} 


là mở còn tập 


N. := (z € Сол 12100) < 200), moi t € [0,1]) 


la 3óng. 
Do do 
М, = {zr € Clon|z(t) < B,t € [0, 1] 
піс E С.А < z(t).t € |0, 1]; 


là mở vì bằng giao của 2 tập mở (dang No, Mo với To = 
B.z 4 = А). lương tự 


Мз = (z € Солі z(t) < B,vt € [0, 1Ì} 
N {z € Со ГА < r(t), Vt E [0, 1]} 


là tập đóng. ' 
(b) Xét dãy (Tn)n C Ma với z, (t) = £,t € [0,1]. Khi đó 


1 = 
d[ma,0)= -= ИМ n= 


nën z, — 0 (0 chi hàm đồng nhất 0) trong Солу nhưng 0 g 
Ma. Vây Ma không phải là tập đóng. 

Giả sử (т„)һ C Ms và Tn — 2 trong Cro i). Rõ ràng lúc này 
3 là liên tục trên |0, 1] và z(t) є [0,1] mọi š € [0,1]. Với mọi 
f € [0,1], vì mọi n € №, £n là toàn ánh nên tồn tại tn € [0,1] 
sao cho ?a(fa) = f, mọi n € ЇЧ. Озу (ta)„ C [0, 1] nên tồn tại 


mệt dãy соп của nó (tną) hội tu về một phần tử to € [0,1]. 
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Khi đó vi 2 liên tục nën 
lim #(ta,) = Z(to). (*) 
—»oo 
Mặt khác, 
| 
Ё — Tliall к= Кк, [А] FE (tns) < й(®»һ„,2) — 0 
khi k — со. Như vậy Jim #(ta,) = Ё. Kết hợp với (*) ta được 
в —+со 
#(fo) = E. Vậy Z là toàn ánh từ [0,1] lên [0,1]. Nói cách khác, 
т € Mạ. Điều này chứng tỏ Ms là đóng O 


2.1. 

(a) Cho e > 0. Do f liên tục đều trên X nên có ó > 0 sao 
cho với r,t’ € X mà d(z,z'") < 5 thì d(f (x), f(z”)) < €. Vì 
(zn)+a là dãy Cauchy nên có no E N sao cho đ(Tm,#„) < ó khi 
m,n > по. Do đó d(ƒ(zm), f(+a)) < với mọi m,n > no,- 
tức là (ƒ(z;z))„ là dãy Cauchy trong Y. 


(b) Giả sử e > 0. Vì f liên tục đều nên có ó > 0 sao cho 
/f(B(z,6)) C B(f(z), e), Vr € X. 


Do А hoàn toàn bị chăn, tồn tại các hình cầu B(r,, ó), 1 < 
ї<пта АС О B(¿, 6). Từ đây ta có 
I= 


f(A) c Ü f(B(z,,6)) c Ú (B((:),£)). 


Vây f(A) hoàn toàn bị chặn trong Y LJ 


2.2. 

Lấy tùy y zo € X. Già sử (т,)„ C X và Tn — To khi n — 
oo. Do f và g liên tục nên ƒ(z„) — f(zo) và g(#„) — g(.ro) 
khi n — со. Từ đây và tính liên tục của mêtric d ta suy ra 


һ(т„) = 4(}(т„),а(тһ)) — d(ƒ(zo), g(zo)) = hữm). 
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Vậy J liên tục tại ro và vì ту € X được lấy tùy ý nën h liên 
tục trên X, Từ đây ta có 
[r € X | f(z) = 9(z)) = (z € X | h(z) = 0} = h”1((0)) 


là 15р đóng trong X vì {0} là tập đóng trong R О 
Chú ý, Dë chứng minh h liên tục, có thể sử dụng bất đắng 
thức tứ giác. 
2.3. Hướng dẫn. 
(а) Sử dụng bất đẳng thức |d(z, А) — 4(у, A)| < d(T, y) với 
mọi r, y € X. 
(b) Để ý rằng 
_{r€ X | d(z,A) < o) = d(., A)™' ((—00,a)), 
` {x € X | (т, A) < a} = d(.,A)”'((-œ, а). 


(с) Đặt h(z) = 42, В) = d(+, А), тє X thì h liên tục trên 
X và 
(z € X | d(z, A) < d(x, B)} = h~!{(0,+ee)). 
Đặt | 
U := LÝ € X | dlr, А) < d(:r, Б), 
V := {r € X | d(x, B) < 4(т,А)}. 
Khi đó U, V là các tập mở trong X. Hơn nữa, z € А thì т ¢ В 
và từ đó, d(z, B) > 0. Vậy d(T, A) = 0 < d(x, B) hay z € U. 
Nghĩa là A C U. Tương tu, B C V. Cuối cùng do U,V là 
những tập mở và rời nhau nên U C V° và V C U°. Từ đây 
Осу УСО hay ỮnV =jvàVnU =@. 
2.4, 
Do ç liên tục trên [0,1] nên có M > 0 sao cho |ự¿(f)|< M, 
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với mọi ‡ € [0,1]. Lúc này, với bất kì z, € Со, 
(т) - Л) = | Sfo e(z()#— fo e0)0)# 
< Јо le()| - le(#) — w()|# 


< M fo 1200) — y(9)|dt 
<М. h d(r,y)dt = Ма(т, у). 


Với moi є > 0, lấy ó < Tự thì với mọi т,у Є Солу mà 
d(x,y) < б ta được 


[/Œ) — /@)1 Мату) < M-6< M = e. 

Vậy f liên tục đều trên Co) O 

Nhận xét. (i) Một ánh xa g: X — Y (X,Y là các không 
gian mêtric) sao cho có số M > 0 dê 

1(9(2). f(z)) < Ма(г, у), với mọi r.y E€ X 

được gọi là một ánh xạ Lipschitz trên X với hằng số Lipschitz 
М. Anh ха ƒ trong bài tập trên là một ánh xa Lipschitz trên 
Clo,tJ: 

(ii) Dễ thấy rằng một ánh xạ Lipschitz trên X thì liên tuc 
đều trên X. 


2.3. 


Do f° liên tục trên R và f'(p) < 1 nên với a > 0) mà 
|/'(р)| < a < 1, tồn tại ó > 0 sao cho |f”(.r)| < a với moi 
r€ U = |р—6,р+6|. Theo định lí giá trị trung bình Lagrange, 
mọi r € U, tôn tại £ nám giữa т và p sao cho 

|[/() p| = |ƒ() = р) < Lƒ (&)| - |z — p| 
< |" — p| < | — p| < Š. 
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Vậy f(z) € U với mọi т € U. Tương tự như trên, 

|2(z) — p| < al f(z) — p| < a?|z — p| < a°ð,.. 
|/'(“т)—р| < a a=: (r) — p| < --- < а"6, Vz € U,Vn € N. 
Tu dó, lim a (а) = p VỚI mọi r € U (dë y Ü < a < 1 nën 


lin a” =0) Г] 
Chú ý. J là ánh xạ co từ U vào U. 
2.6. 


Lấy tùy ý một số thực а với | f” өй: > а > 1. Do f’ liên tục 
nên tồn tại khoảng то U = (p — ó,p + ó) sao cho | f'(:r)| > а 
với mọi + € U. Với = € U N {p}, theo Định lí Lagrange ta có 


(а) — p| = |/(т) — Лр) > ај — p|, Yr € U \ {p}, 
và 
I”) — p| = IA (а) — f(p)| > a|ƒ°~`(z) — p| 
>- > a|r — p| 
mci Є N. Vi lim аг — p| = ос nën tồn tai số tự nhiên k 
| 11 — OQ | 
sao cho a! |z — p| > ó và do đó, | fF (т) — p| > a*|+ — p| > ó, 
tức là “(Маж а 
2.7. 
Dièu kiện cần là hiển nhiên. Ta chúng minh điều kiện đủ. 
Giả sử а,Ь € R, a < b. Khi đó (a,b) = (—oo,b)n (a, +©) và 


(04,0) = f! ((—so,b)) N f (а, +оо)) 


là tap mo trong X. Bây giờ gia su V là tập mở của R. Khi đó 
_ theo định lí về cấu trúc tập mò trong R ta có thể biểu diễn 
сс Ú (ư„.b„) (các khoảng mở ở vế phải rời nhau từng đôi 


n=l 


một) và м vậy f ` ' (V) = Ú 7 (ам. b.) à tập mo trong 
= 
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X. Vậy f liên tục D 

2.8. 

(а) Vì hàm z(t) = 1 thuộc M nên M # Q. Già sử (#n)n С 
М.т, — ту € Cio (khi n — oo). Vì sự hội tụ trong Сто, | 
là sự hội tụ đều nên zọ(f) = lim z,(t) € [0, 1] với moi t € 
[0,1], zo(1) = 1 và xo liên tục trên [0,1]. Như vậy zo € 
М và М là tập đóng trong Ср. Mọi z є M,d(0,2z) = 
max 2()| < 1 nên M C B(0,1). Vậy M là tập bị chặn 
trong Со] 

(b) Già sử z € М và e > 0. Chọn ó > 0 sao cho 6 < 5 và 
ó < 1. Khi đó với mọi y € Суу mà ¿Í(+. y) < 6 ta có 


|/(®) — /(у)| (dt — [р (dr! 


Г ' (t) — r (t) dt 

<ho (P) — e(t)lly(t) + e(t) [А 

Jo a )—z)|2|zŒ)i + lu) — z)|)œ 
(,)|2 + d\ уг) 


d m „тр + dứu, #)] 
,T)(2 + 1) < 3ô < є. 


— ë — 


А l IA 1A 5-5 


a 


Vậy f liên tục tai x. Do r € M là bất kì nên f liên tuc trên 
M. 


Khāng định còn lại xin độc giả tự chứng minh. Để ý 
inf f(z) = Н 


và nếu chọn rr, (t) =t", nE N thi ƒ(za) > О Кып — оо О 
2.9. Độc giả hãy tự giải. 


2.10. 
Với mỗi số tu nhiên ¿, 1 < š < n, xét phép chiếu m;: В" — 
R. VỚI @ «= [rss a Ra); milz) = Ti. Gia sử +, € R", 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


90 MATH-EDUCARE 


T = (fly ses Жы y = (те Уа). Та со 





| (r) — т\(у)| = |z: — yil < ж” — yj) J" = d(z,9) 


=l 


nën m, là ánh ха liên tục với mọi i = 1,2,..., n. Do đó nếu f 
liên tục thì f, = n; o f liên tục, 1 < z < nm. 

Ngược lai, già sử các ánh xa f, liên tục, 1 < ? < n. Khi đó 
nêu + = (91, ола) € X và € > 0 thì tồn tai ó > 0 sao cho 
VỚI moi y € R" mà (2, у) < б ta đều có |f,(z)— —ƒ:()Ì < т 


với moi i = 1, 2,...,тп. Từ đây 





d(ƒ(). ƒ(9)) = ‚| Luo- — f(w))? < € 


với moi y € X mà d(x,y) < ó. Vậy f liên tục tai т. Do z € X 
là tuỳ ý nën f liên tục trên X U 

Chú ý. Có thể chứng minh bằng cách dùng tiêu chuẩn qua 
day. 

2.11. Hướng dẫn. 

(i) Giả sử fi(z) = z(H), Л(у) = (2), +, € Со, h. t2 
€ [0,1]. Không mất tổng quát, ta có thể giả thiết z(f¡) > y(t2) 
và có 


I (r) ЛО) = efti) — 92) < xe i) - y(tı) < d(x,y). 
(ii) Để chứng minh f3 có thể xét ánh xạ 
+ Со, = К", £(z) = (2361), Dita), .ã ;#fa)). 


© là liên tục và fs = ро là ánh xa liên tục. 


2.12. Hướng dẫn. Hãy chứng tỏ d(x, А) +a(z, B) >0. 
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với mọi т € X. Đặt 


d(z, А) 


Ма) = 1.2) +d(.8)' 6 


2.13. 

(а) Giá sử f liên tục, ((z.,f(za)))x C С(/) và 
(22, ƒ(#a)) — (20,у0) € X x Y khi п — оо. Vì sự hội 
tụ trong không gian tích X x Y là sự hội tụ theo từng toa 
độ nên ta suy ra Tn — то và ƒ(zna) — yo. Do f là ánh 
xạ liên tục, ƒ(za) — ƒ(zo). Vì giới hạn của một dãy hội tụ 
trong không gian mêtric là duy nhất, ta được yo = ƒ(zo) hay 
(то, ƒ(zo))  G(ƒ). Vậy G(ƒ) đóng trong X x Y. 

(b) Ngược lại, giả sử Y là không gian mêtric compact và 
G( ƒ) là tập đóng. Nếu f không liên tục tại то € X nào đó thì 
tôn tại dãy (£n) C X, Tn — то và tồn tại € > 0 sao cho với 
mọi k € N, tồn tại п > k thoả mãn đ(ƒ(za,), f(zo)) > €. 
Do Y compact nên tôn tại dáy con (Tn, ); C (Z„,„)¿ sao 
cho dãy (ƒ(za, )); hội tụ về một phần tử yo € Y. Khi đó 
(Enr J (Zn,,)); — (Zo,1o) € X x Y khi j — оо. Do G(ƒ) 
đóng nên (To, yo) € G(f), tức là уо = f(zo). Điều này mâu 
thuần với điều kiện d(f (En, ), (20)) >e với mọi 7€N D 

2.14. Hướng dẫn. (а) Xem Bài tập 2.11. 

W. Gọi xo(t) = 0 và zn(t) = t”, t € [0,1], n = 1,2,.... Khi 
б, | 


| l 
Hm= |0 - Zo(t)|dt = [та 
0 0 
n+l 
nhưng |ƒ(a) — f(zo)| = 1 với mọi n € N. Do dó, f không 
liên tục tại то. Vậy f không liên tục trên không gian mêtric 


(Со, 1), p). 


— 0 (п — оо), 
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2.15. А 
(a) Để chứng minh d là một mêtric trên (0, 1), ta chi cần 
chứng tỏ d thoả mãn bất đẳng thức tam рас. Các tiên đề 
còn lại được kiểm tra dễ dàng. Giả sử #,1/,Z-€ (0,1). Nếu 
[ƒ(z) — ƒ(z)| < |z — z| thì 
d(,z) =|z- z| < |z- v| + ly- 21 


Trường hợp |r — z| < |f (x) — ƒ)| thì 


а(х, г) = |f(z) — f(2)| < |f(z) — ƒ@)| + [ƒ@) — Р) 
< d(x,y) + d(y, 2). 


Bất đẳng thức tam giác đã được chứng minh. 

Bây giờ ta chứng minh d tương đương tôpô với mêtric сат 
sinh trên (0,1) từ mêtric thông thường. Giả sử (Zn)„ C 
(0,1), zo € (0,1) và |z, — zo| — 0 khi n — со. Vì f liên 
tục nên |ƒ(za) — ƒ(zo)| — 0 khi n — со. Do đó 


(тта) = max {|f (za) — ƒ(2e)|, | — zol} — 0 


khi n — со. 

Ngược lại, nếu (х, то) — 0 khi n — oo thì do |z, —zo| < 
đ(Za, zo) với mọi n. Є N nên ta cũng có |#n —Zo| — Ö,øm — оо. 
Vây ta có điều phải chứng minh. 

(b) Ta chứng minh f: ((0, 1),đ) — R là liên tục đầu. Để ý 
rằng với mọi z, € (0, 1), ta có 


|/(т) — f(u)| < max {|f (£) — ƒ(0)|. |z — yl} = d(z, у). 


Do đó với e > 0 tuỳ ý, nếu ta chọn ó = e > 0 thì |ƒ(z) — 
ƒ(w)| < є với mọi x,y € (0,1) mà d(z,y) < ó. Vậy f liên tục 
đều trên ((0,1),đ) D 

Nhận xét. Tính liên tục của một ánh xạ (từ một không 
gian mêtric X vào Y, сһапд hạn) phụ thuộc chặt chë vào các 
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mêtric trên X và trên Y. Khi thay đổi các mêtric trên X và 
Ү hay trên cả hai, một ánh xạ f: X — Y liên tục có thể trở 
thành liên tục đều hay có thể không còn liên tục nữa. Để ý 
rằng trong bài tập trên, f tro thành liên tục đều dù mêtric 
ở vẫn tương đương tôpô với mêtric trên (0,1) cảm sinh từ 
mềtric thông thường trên R và dù với mêtric thông thường, f 
có thể không liên tục đều trên (0, 1). 

2.16. | | 

Lấy tuy ý то € Clo,1)- Già su lu lạ, m Со, Và In — Zo 
trong Со, khi n — оо. Та chứng minh Ƒ{z„) — Ё'(то) trong 
К. Trước hết, gọi K > 0 là số thoả mãn |zo(t)| < K với mọi 
t € [0,1]. Vì х, — то nên có nọ > 0 sao cho đ(z„,zo) < 1 
khi n > no. Từ đó, nếu n > no thì 


lza()| < 1 + |zo(f)| < M:=1+K, mọi t e€ [0,1]. 
Lấy tuỳ ý e > 0. Vì ọ liên tục trên tập compact [0, 1] x [— M, M] 
nên liên tục đều trên tập này. Do đó tồn tại ó > 0 sao cho với 
mọi y, y" € [—M, M] mà |y — y'| < 6 thì 
lolt, у) — e(t,')| < є. 
Lại vì Tn — To trong Со, nên có ni > 0 sao cho nếu n > n; 
thì đ(z„,o) < б. Khi n > nạ := max{no, nı} ta có 
al | 
If(n) — F(zo)| < J, le(t,#a(f)) — p(t, zo(t))|dt 
< 3 edt = €. 
Vậy lim Ƒ(z„) = F(zo) hay F liên tục trên tai то. Vì zo 
TÌ — OQ 
được lấy tuỳ ý trong Сулу nën F liên tục trên [0,1] O 
Nhận xét. (i) Thực ra từ quá trình chứng minh trên 
ta cúng suy ra được ánh xạ Ф: Сууу — Су, xác định bởi 
Ф(2)(?) = p(t, z (#)), t € |0. 25 Є Сто, là liên tục. | 
(ii) pê y răng nếu gọi Ë: Со, — Б VỚI €(z) Е p r (t)dt, 
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t € Col) thì F = € o 9. 

3.1. 

(a) Dễ thấy rằng với mọi жуу € К, ø(z,) > 0, р(т,у) = 
ply, z) và z = y th ø(z,) = 0. Ngoài ra, bất dáng thức tam 
giác cũng được nghiệm đúng do tính chất của giá trị tuyệt đối 
trong R. Do đó, ø là mêtric khi và chi khi p(x, у) = 0 kéo theo 
т = y, tức là khi và chỉ khi f là đơn ánh. 

(b) Trước hết ta có nhận xét: (Z„)„ là dãy cơ bản trong 
(R, p) khi và chỉ khi (f (£n))n là дау cơ bản trong R (với mêtric 
thông thường). ШР 

Giả sử (К, р) là không gian đủ và (zn)„ C R sao cho 
ƒ(z„) — уо khi n — оо. Khi đó (ƒ(zn))„ là дау cơ ban trong 
R và do đó (т) là дау cơ bản trong (R, p) nën Tn — zo E К 
trong (R, p) . Lúc này, |f (£n) — ƒ(zo)| = ø(#n — zo) — 0 khi 
п — оо. Nghĩa là ƒ(z„) — ƒ(zo) trong R. Từ đây ta được 
уо = (хо). Vậy ƒ(R) là tập đóng trong К (với mêtric thông 
thường). Г | 

Ngược lại, giả sử ƒ(R) là tập đóng trong R. Nếu (т„)„ là 
dãy cơ bản trong không gian (R, р) thì (ƒ(zn))„ là dãy cơ bản 
trong R nên (ƒ(za))a hội tụ vë một điểm уо nào đó. Vì ƒ(R) 


là tập đóng nên уо € ƒ(R), tức là yo = ƒ(Zo) với zo € К. 
Như vây, | 


Ø(Tn› хо) = |f (Tn) > ƒro)\ — 0 khi n — со 


hay £n — то trong (К, р). Vậy (К, р) là không gian đầy đủ D 
3.2. Độc gia tự giải. 
3.3. 
Với mõi ne N, f € Z, đặt 


Ân r = : ER <1 và Аһ = n f- 
Ang = {ø €R] |ƒ()| <) và An = pAn 


Vì mọi f € F đầu liên tục nên các tập An у là đóng và do đó An 
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cùng vậy. Hơn nữa u Aa:C R. Mặt khác, theo giả thiết, với, 
mỗi z € R, có М, y Sáo ni # s2 /(œ)| < М. <n 
với một n € N nào đó. Vậy т € А, và do đó О An C R. 


Tóm lai, О Ấn = = R. Không gian R là đầy ди nên theo Định 


lí Baire về pham trù tôn tại no € N sao cho x. = Án, lở O. 
Gọi U = An. Khi dó moi z € U, moi f € F, ta có 
|/(ж)| < ne =: M О 
3.4. Hướng dẫn. (b) Xét phép đắng cu f : (R, dị) — (X,d) 
với ƒ(z) = arctg z. Trong đó X = (— 7.9) và (х,у) = 
|z — у|. Từ đây suy ra kết qủa. Với không gian (К, dạ) chứng 
minh tương tự. 


3.5. 
Giả sử z € B(zo,r). Khi đó, 


d(f(z),zo) < đ(ƒ(z), ƒ(zo)) + d(f (z0), zo) 
< а(х, то) + (1 — a)r 
< ат + (1 — œ)r = r, 


nghĩa là ƒ(z) € B(zo,r). Do đó, f : B(zo,r) > B(zo,r) và 
là ánh xạ со. Vì hình cầu đóng В(хо, г) là đóng trong không 
gian đủ X nên là không gian đủ. Vậy theo Nguyên lí ánh ха 
co, f có một điểm bất động duy nhất z* trong hình cầu này. 
Theo (1), ƒ(z*) є В(то,т). Do đó +* € B(zo,r) O 
3.6. Hướng dẫn. Đặt œ = sup |ƒ (œ) < 1. Theo Định lí 
r€ 


Lagrange, f là một ánh xa co từ R vào R.. 
3.7. Hướng dẫn. Để ý rằng nếu k > 1 thì ánh xạ ngược 
f! là một ánh xa co. 
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3.8. Hướng dẫn. 
(a) Từ bất đẳng thức 


(т) (е) — ®(w)(\ < 1А [ік PPN v(s)|ds 


< (а) Í К,а), 
và điều kiện trên À ta suy ra Ф là một ánh ха со. 
(b) Tương tự như câu (a), đặt 
$ : Cla,bị — С\а,ы 
VỚI 


ф(т)(Ф) = af K(t,s)z (з)аз + p(t), t € [a,b]. 


Tiến hành như ở (a) ta được 
|®(z)(/) — ®@ø)Œ)| < |A|M(z - a)d(z, у). 
Hãy dùng quy nạp để chứng minh rắng 


dar), Ф") < 2да) 


Do đó có nọ EN để cho @"° là một ánh xạ со. Tù đây Suy: 
ra kết qủa (xem thêm Bài tập 3.13). 


3.9. 


Giả sử ngược lai, Q là một tập dạng Gs trong R, tức là 
О) = (in với Gn là các tập mở trong R. Khi đó, bằng 
cách biểu diễn Q = {т1,72,73,... } ta được 


R = QU (R\ Q) = (От) О, С. 
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Vì int {ra} = 0 với mọi € N và vì GS = RN Gn là đóng, 
n = 1,2,3,... nên theo Định lí Baire, tồn tại по € N để 
int (G?„) # 0. Như vậy GS, chứa một khoang mo không rỗng 
và do đó Q n С», Z 0. Mặt khác, vì Q = f2¡G„ nên 
QNA Gio C Gna ПС, = 0. Màu thuần này chứng to rắng Q 
không thể là tập dạng С, O 

3.10. Độc giả tự giải. 

3.11. 

Trước hết nếu ta thấy nếu и thỏa mãn (1) thì u là hàm 
số bị chặn trên X. Та biết (xem bài tập ôn 018) С(Х), 
không gian các hàm số liên tục và bị chặn trên X với mêtric 
dfg) ss sup |ƒ(z) — g(z)|, là một không gian mêtric đầy 


đu. Với mỗi u € C(X), đặt F(u) là hàm số xác định bởi 
F(u)(z) = ш(т,щ(т )). Do ¿° là hàm số liên tục và bị chặn 
nên F(u) là hàm số liên tục và bị chặn trên X, nghĩa là : 
F(u) € C(X). Như vậy ta có ánh xạ Е: C(X) ¬ C(X). 
Với u,v € C(X), 


|F(u)(z) — F(w)(w)| = le, u(z)) — ф(т,ъ(т))| 
< À|u(z) — u(z)|, Vz € X. 
Do đó, 


d(F(u), Е(ъ)) = sup |F(w)(z) — F()() 


< Ашы, — u(z)| = Àd(u, v). 


Vậy :" là một ánh ха co. Vì C(X) là không gian mêtric đu nên 
tôn tại duy nhất u € С(Х) sao cho F(u) = u, tức là | 


u(z) = e(z,u(z)), Vz € X Ü 


?-CDLVBTHT 
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3.12. Hướng dẫn. 
(a) Để ý, mỗi a € R, ta có 


(сє X | ƒŒ) Sa} = Q {TEX | /a(®) < a} 


(b) Với mỗi n € N, đặt 
An = (z € X | f(z) < n) 


rồi tiến hành chúng minh nhu Bài 3.3. 

3.13. Độc già tự giải. 

4.1. 

(a) Dễ dàng chứng minh được rằng với gia thiết đã cho, 
f là phép đồng phôi và (Tn)n là dãy Cauchy trong X khi và 
chỉ khi (ƒ(+„))a là dãy Cauchy trong Y. 

Giả sử X là không gian ди và (a)a là dãy Cauchy trong У. 
Khi đó với mỗi n € N, tồn tại £n € X sao cho ул = f (za). 
Theo nhận xét trên, (zn)„ là dãy Cauchy trong X du nên 

ra — To € X. Do đó yn = (тл) — f(m) € Y. 

Ngược lại, nếu Y là không gian du và (т„)„ là dãy Cauchy 
trong X thì (уһ), là dãy Cauchy trong У với yn = ƒ(rn), mọi 
Т € N. Do đó у, = (Ta) = m Є Y. Lúc này т, = 
(у) — (уо) khi n — oo. Vậy X là không gian đủ. 

(b ) Vì f là đồng phôi nên kháng dinh (b) được suy ra 
bằng một lập luận tương tự như trong phép chứng minh (a), 
sử dụng định nghĩa cua không gian compact (cũng có thể sử 
dụng Định lí Heine-Borel vë phủ mở) .О 

4.2. Hướng dẫn. Sử dung Định lí Heine-Borel. 

4.3. 

(а) ( Tn) п là dãy Cauchy trong [a,b] (là không gian đủ) 
nên hội tụ về một phần tử то € [a,b]. Do đó, ƒ(za) — ƒ(zo). 
Vậy (/(rn))a là day Cauchy trong R. 

(3) Vì [a,b] là không gian compact và А là tập đóng trong 
[a,b] nên А là tập compact trong [a,b]. Do đó f(A) compact 
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trong R và vì vậy, đóng trong R. 

(с) Xét f : [a.b] — R, f(r) = +. Ta có (a.b] là tập mở 
trong [a,b] nhưng f((a,b]) = (а, b] không phải là tập mở trong 
R O 


4.4. 
(a) Rõ ràng là Е, C F, và do đó Ё, C Fn, mọi 
n € N. Ngoài ra, với mọi tập соп J hữu hạn của N, 


n F, > n F; = Fa, # 0, 
ieJ icJ ` „#0 


trong đó по = max{i | i є J}. Vậy (Fa)n là họ tập đóng 
có tầm trong không gian compact X và do đó có giao không 
ж SẼ ым со — 
rồng, nghĩa là n F, z 0. 

Nếu X là không gian đủ mà không là compact thì kết luận 
trên không còn đúng nữa. Xin độc giả tự tìm thí dụ minh һоа. 

(b) Nếu tồn tại (ra, )k C (#za)a sao cho Tn, > т (k — 
оо) thì với moi in € N, Tn, € Fm khi & > m. Do vậy r € Fm, 
moi m € N và do đó z € nA 

Ngược lại, nêu r € N En thì z € Fn, mọi n. Khi đó tồn | 


tại r„, Є Рү sao cho ир г) < £, tôn tai Pas € ы để 
cho d(z„,.) < эу (rõ ràng là лу < n2). Bằng quy пар, tồn 
` TRÍ Ty, = Б, з sao cho d(.r,, r) < xr- Như vậy ta 
được dãy соп (#ạ,)¿ của dày (г), Mà tny — # khi k — оо, 
là điêu phải chứng minh О 

4.5. Hướng dẫn. Xét họ tập (К„)„ та Кү = Ap А) = 
Ai N Az... K, = ПА, n € N. 

4.6. Độc giả tự giải. 

4.7. Độc giả tự giải. 


4.8. 
(a) Hướng dẫn. Hàm số j(7) = =й, F) liên tục trên E 
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nën đạt được giá trị bé nhất trên E, nghĩa là. tồn tai zo € E 
sao cho d(zọ, F) = ở(zo) = inf ф(2). Dễ chứng minh được 
rắng inf ф(т) = d(E, F). Từ đây, d(zo, F) = d(E, Е). ш 

(b) Tu định nghĩa của supremum, tồn tại các dày (Zn)n, 
(Yn)n C E sao cho đ(za,a) — ô(E). Vì E là compact nên 
có dãy соп (Za,)k С (Tn)n, To € E sao cho £n, — zo, khi 
k — со. Cũng do E compact, tồn tại (yn, ); С (Wa,)k và 


уо € Ë sao cho улк, — yo khi j — co. Từ tính liên tục của 
mētric d ta được 


(со, уо) = lim d(za,,, pa, ) = б(Е). 


(с) Giả sử d( E, F) = 0. Khi đó tồn tại các day (т„)„ C E 
và (иһ) С F sao cho 


miyn Ir d(T, ) = d! ! “| = 1 — 
ша i а Ж. y) = d(E, F) = 0, n — оо 


Vi Е là compact nên tôn tai (Ta,)k С (Zn)„, sao cho Tn, — 
то C E khí k — oo. Lúc này vì 
disa, 20) © (9. а) + d(2,,, фу) — 0 khi k оо 


nên Yn, — To. Mặt khác, vì F là đóng nên zo € F. Do đó 
To € ENF, nghĩa là ЕП F Z 0. Điều này mâu thuẫn với già ` 
thiết EN F = 0. Vậy d(E, F) > 0. Đặt a = d(E,F) >0ta 
được điều phải chứng minh O 


4.9. Hướng dẫn. Gọi œ = sup ƒ(z). Với mỗi n € ЇЧ, đặt 
TEX 


Бъ = lẽ € X | <a+ 5} 


Khi đó Е, đóng, Е, 5 0 với mọi n € N và П F, = 0. Nếu 
= 
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To € П F, thì f(zo) = sup f(z). 
= ' r€ X 


4.10. 


Giả sử ngược lại tồn tại phép đồng phôi f : [0, 1) — (0, 1). 
Vì (0,1) là tập liên thông của [0/1) nên ƒ((0,1)) là tập liên 
thông trong (0,1). Tuy nhiên ƒ((0. Ii = (0, 1) N (0) là tập 
không liên thông. Mâu thuẫn này chứng to гапе [0, 1) không 
đồng phôi với (0,1) O 

4.11. 

Do А không đóng nên tồn tại Tọ € А \ А. Khi đó tồn 
tại дау (т) C А sao cho Tn — то. М To Z Tn với mọi 
n. = 1,2,... cho nên một trong hai tập hợp ín € N | Tn < zo), 
{n € N | z, > To) phải có một tập vô hạn, chăng hạn, tập 
hợp (m. € N | £n. < то} vô hạn. Khi đó có một dãy соп (Tn, )k 
Của (Tn)n та Tn, < To với moi k = 1,2,... và Zn, — то khi 

Dat Vo = (Zo, со) và Vị, = (—оо, — ek). Thế thì 


оо 
AC R\ {t0} = „О: 
Tuy nhiên (V,)xzxeN không có họ соп hữu hạn nào phủ A. Thật 
тт. 
vậy, nếu ngược lại thì sẽ có số tự nhiên т sao cho А С о И. 
М үө < sọ với mại k = 1,8... „M Và VÌ Tn — To nền 
phai có số tự “THIÊN n để аар < Жи vo mol & = 1,2.. am, 


tức là Tn É 0 n mâu Huyện với АС 0 А D 


4.12. | | 
Rõ ràng là f( N Ka) С А SKa). Ta chỉ còn phải chứng 
minh ƒ(_ П К.) 2 ПК Kn). Giả sử z € Й ƒ(K„). Khi 
Số với mo n € N. z € f(K,) và tồn tại z, € Kn sao 
cho ƒ(za) = z. Vì X compact nën có dãy con (Za,)x С 
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(đn)m, an, — mo € X. Với mỗi p € N, т», € Kp khi 
Кор. VÌ my, — то khi k — œ và Kp đóng nên ta có 
А г OG 
To € Ap. Do đó, ro € A K, và r = ƒ(za,) — (ro) khi 
k —» ос. Vậy r = (ло) € f( К,) và ta đã chúng minh 
được ñ f(K,) c f( Kn) D 
= T = 

4.13. Độc giả tự giải. 

4.14, Độc gia tư giải. 

5.1. 

Gọi E = {т Є [a,b] | A bi chặn điểm tại z}. Khi đó 
Е # Q vì xo € E. Ta sẽ chứng minh rằng E vừa là tập 
mơ, vừa là tập đóng trong [a,b] và do [a,b] liên thông nên 
È = [a , b]. | 

i) Chứng minh E đóng. Giả sử y € E. Vì A là họ hàm 
đồng liên tục nên tồn tại lân cận V của y sao cho 

[/(r)— ƒ(0)Ì<1. VreV, Vf € A. (1) 
Do ç € E, V n E Z 0. Cố dinh Z € V n E. Vì = € Ë nên tồn 
tại số M > 0 sao cho sup{|/ƒ(T7)| | f e A) < M. Kết hợp với 
(1) ta có | 
РО S |f()| +1 < M +1. V/e A. 


hay y € E. Vậy E là tập đóng. . 

ii) Chứng minh Ë mở. Giả sử y € E và M là số dương 
sao cho |f(y)| < M với mọi f € A. Tồn tai lân сап W của y 
để 


(z) — fiy) < 1, Vr € И, Vf € А. 
Từ đó, 
[/(z)| < |/(у)|+1<Л/1+1 V.r € W. Vf € A. 


Như vậy IF C E và E là tập mo. Do đó F = а. 0). Theo Định 
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lí Azelà-Ascoli, A là tập compact tương đối trong Chaa D 

5.2. 

Giả sử e > 0. Với mỗi z € X, do (ƒ,,)„ đồng liên tục tại 
r và f liên tục nên có lân cận mở V, của 1: sao cho . 

(i) |Һ(у)— fa(#)| < « với mọi y € Vr, moi m € N và 

(i) If (y) — f(z)| < € với mọi y € V, ` 
Rë ràng (V;)zex là một phủ mở của X. Vi X compact nën 

Г 
CÓ T.T... Th € X sao cho А = U ү... Оо А trù mật trong 
X nên tồn tại z; € АПУ, , 1< ; < К. Lấy bất kì yy € X. Khi 
đó y € Vr, với một j nào đó. Vì ƒ„(z;) — ƒ(z;) nên có số tự 
nhiên m; sao cho |ƒ„(z;) — ƒ(z;)| < € với mọi n > nj. Nhờ 
(ii) ta có 
|ƒ(z;) — ƒ()| < 1705) — f(z;)| + LƒŒ¡) — Л) < 2e. 

Từ đó, 


(у) — fly) < | (0) -= Jn (r;) + |, Cri) ” А.ж 
+ |[fa(z;) = ƒ(z;)| + |/(®;) — Р) 
+ fii) — ƒ(w)|< 5e Yn > ny 


Do đó nếu gọi nọ = max т thì ta sẽ có |f, (w) — /{u)| < 5e 
1<;<т 

với mọi  € X và mọi n > по. Vậy d( fa. f) < 5e khi n 2 nụ 
hay (ƒ,,)„ hội tụ tới f trong C( X) О 

5.3. | 

(a) Theo gia thiết A là tập hoàn toàn bị chặn và do đó, 
bị chặn trong Cia]. Vậy tôn tại M > 0 sao cho А C B(0. M) 
hay |ƒ(.r)| < M với mọi г € [0,0 và mọi f € А. 

(b) Già sử € > 0. Theo gia thiết, với mọi f Є A, tồn tại 
i € {1.2.3.--- „т} sao cho 


max fle) = pi) = đi) < +. (є 
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Vì với mỗi ¡ = 1,2,--- ‚т, ¿; liên tục đều trên [а, b] nên tồn 
tại б; > 0 sao cho |w;(z) — @;(z)| < š với mọi z,z' € [a,b], 
|z — z| < 6;. Đặt ó = min ô;. Khi đó với mọi ƒ € .Á, có 


tE {1\2:3,--- таб tho ү nghiệm đúng và do đó với mọi 
ты € шй: mà |z — z“| < ó ta đầu có 

а) — f(z )| <|ƒ() — @i(z)| + le; (z) — @(x')|+ 

+ ра) — ƒ(z)| < €. 
Vậy А đồng liên tục đều trên [а,Ь] O 

2.4. 

Lấy e > 0 tùy ý. Do A đồng liên tục nên với mỗi r € 
[a,b] tồn tại ó, > 0 sao cho nếu y € [a,b], |y — z| < 6, thì 
[ƒ(w)—ƒf(+)| < € với mọi f € A. Vi [a,b] С н “= 26.) và 

тЄ[а, 


[a,b] compact nên tôn tại х1, 12,...,2„ Є [а, b] sao cho [a,b] C 
\Д ы Bita бы), Đất б = 3 min бу. Giả sử z,y € [a,b] 


thỏa màn |y — z| < ó. Khi đó x € B(z¡, sốz,) với một i nào 
đó và ta có 


1 | 
ri < ду, : 


lự = mil = |W = #| + [ж =, 6 + 
Do vậy, 
[ƒ() — ƒ(z¿)Ì < e, 1ƒ) — f¿)| < e, mọi f e A. 


Điều này cho 


[ƒ() = ƒ@)| < [ƒŒ) — ƒ(œ¿)| + |f(z;) — ƒ(w)| 
< 2£, mọi f € А. 


Vậy A đồng liên tục đều D 


2.59, | 
Già sử е là một số dương tùy ý. Do f liền tục trên tập 
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compact X trong R? nên liên tục đều trên X. Vì vậy tồn tại 
ô > 0 sao cho mọi (2,5), (х,у) є X. 


- 


V (z —z')2 + (y 0)2 < ô thì |/(т,у) — ƒ(œ',v)|< €. 
Từ đó, với т,т',у € [0,1] sao cho |z — z!| < б ta luôn có 
ДД) те 302) = |f (т, у) = fm, y )| < €. 
Vậy họ các hàm F đồng liên tục đều trên 0,1] O 
—_ 5.6. Hướng dẫn. Dựa vào tính bị chặn đều của họ (fn)n 
hãy chứng minh rằng họ А = {gn | n € N} bị chặn đều và 
đồng liên tục đều trên [a,b] rồi áp dụng Định lí Azelà-Ascoli. 
5.7. 
Từ giả thiết ta suy ra rằng với mọi đa thức Р(х) ta đều 
có н, P(z)ƒ(œ)d+z = 0. Lấy tùy ý e > 0. М f liên tục trên 
|0, 1] nên bi chăn trên đoạn này, nghĩa là có số К > 0 sao cho 


[ƒ(z)| < K với mọi z € [0,1]. Theo Định lí Weierstrass, tồn 
tai đa thức Р(х) sao cho 


| Є 
як Pu) ~ Лх) < =. 


Do đó, 

0< [ае = | PE) - Р) 
< Í OLE- Раг = | Um) = Pelaz 
< Í куе) -Peds | ‹dz=« 


Do e là tuỳ ý, ji ƒ?(+)dz = 0 và vì vậy, f(x) = 0 với mọi 
т € [0,1] (độc giả hãy lí giải khẳng định cuối cùng này) O 
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5.8. 
Giả sử (Ла) СЛ а la Na. f trong Clu.b|- Cho т — oc 
trong bất đẳng thức 
Sa) — fa(w)| < Ble — 0", Ye y € [ab], 


ta dược 


IF) — ƒ(@)| < Ø|+ — |, Yet € [а,Ь]. 


Tương tư, |ƒ(a)| < 7. Vậy f € F và F là tập đóng. 

Với mọi f Є F, mọi + € [a.b], từ gia thiết ta có 

[ƒ(z)| < |f(a)| + øl+ — a|“ < + + (b— а)“. 

Do đó F bị chặn đầu trên [a b|. 

Mặt khác, với bất kì € > 0, chọn ñ > U sao cho B“ < є. 
Khi đó với mọi f € F và mọi +. € 10. mà jr — | < ñ ta 
duoc | 

о) — ET = 0í" 4 8 < À, 


Vày F là đồng liên tục đều trën la. 01 nen toeo Dinh h Arzelà- 
Ascoli, F là compact tương đối. Vì / đóng nên F compat L: 
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Bài tập ôn. 


O1. Hướng dẫn. 


А (а) Bất đẳng thức tam giác được suy ra từ (y) và điều 


(b) Giả sử Ч(т, у) < d(w,z). Từ (+) ta suy ra. 
d(x,z) < d(v, z). 
Mặt khác, từ 
ду, z) < max {4(т, y), d(z, z) 


ta được d(y, z) < d(x,z). 


(с) (1). B(x,r) đóng: Giả sử (аһ)„ C B(,r), an raa khi 
п — oo. Có p > 0 sao cho d(a„,a) < 5. Do đó 


d(z,a) < max {d(z, 0р), đ(an, 8)} < r. 


Vaya € В(т,т) hay P(z,r) đóng. 
Phần còn lại được chứng minh nhờ vào (q). 
(ii) y € B(x,r). Hãy chứng tỏ В(у, 7) c В(т,т). 
(d) (zna)nø С (Е, а) mà іта (ть, ®n+) = 0. Khi đó 


Ve > 0, Эпо > 0 : Vm > nạ, (т, тъъ) < €. 
Lúc này Ym, п > nọ (già sử n > m): 


(Жл) < maxX{dđm; imti) TmLlv Tma) <<: 
say ль) E €. 


O2. Đôc giả tu giải. 
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O3. Độc giả tự giải. 
O4. Độc giả tư giải. 
O5. Độc giả tự giải. 
O6. Độc giả tư giai. · 
O7. Hướng dẫn. Xét ánh ха Z: X — G(ƒ) cho bởi 
p(z) = (х, ƒ(z)). Rõ ràng p là một song ánh. Giả sử т, — 
To kh n — co. Do f liên tục nên ƒ(z„) — ƒ(zo). Do đó 
@(#n) = (Tn, ƒ(Œn))(Zo, f(zo)) = (то). Vậy liên tục. Та 
có @~!((z, f (z)) = т với mọi (x, ƒ(z)) € G( f) nên 
d(@~'((, ƒ(z)),@~!((w,ƒ(w))_ = dự.) 
< а(2.у) + d(/ (z), ƒ(w)) 
= d((z, ƒ()), (у, ƒ())) 


với mọi (z, f(z)), (у, /(у)) € G(f). Vậy e` liên tục và @ là 
phép đồng phôi. | | 

O8. Hướng dẫn. Để làm phản thí dụ cho khẳng định 
cuối cùng của (b), có thể lấy ƒ(z) := 2”, z ER. 

O9. Hướng dẫn. 

(а) Chứng minh như đối với К". 

(b) (i) Để kiểm tra bất đẳng thức tam giác đối với d, 
hãy sử dụng tính đơn điệu tăng của hàm y(t) = Tp t > 0 
(xem Bài tập 1.1). 


(ii) Giá sử Tn = (£f) т = (£i): € X và d(za,z) — 0 
khi n — оо. Khi đó với mọi є > 0, Kế tạ x ñ sea chon ng 


thi о, ¿(e ` 
пыр a? 2i 1+ dill? , £) + di (Er £i) "= 


Từ đó, với mỗi í cố định, 
1 d, (£; vế) < є 
2%1+4(60,6) 
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với mọi n. > nọ. Do đó lim п dilg, Ei) = 0 hay (€?)»„-w hội tụ 
đến €; trong (X;, d,). | 


Gia sử €? — Е; trong (X;, di) khi n оо, a mọi i Є N. 
Lấy tùy ý € > 0. Ta chọn m € N sao cho „` Д 


| 2 2ï < 5: Lúc 
này 
d(x T) = э, 98:80. Ši) 
O шы d;(€?, Ei) 


] + 
d, :(67 E) J 1 d;(€; ,Ê:) 
1 + đ; (6? И) imti P 1+ d; (€;`, €) 
1:(,&) е 
тка (66) | 2 


Vì với mọi îi = 1, 2...,т, 0;(—",2;) — 0 khi n — оо nên có nọ 
(phụ thuộc vào e) sao cho n > nọ thì 


T dalee) 1 
Ly 1+4(,& ) “ 


Như vậy khi n > no ta có d(£n, zo) < €. 
O10. Độc gia tự giải. 
O11. Hướng dẫn. Xem Bài tập 3.5. 
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O12. 


(а) Rõ ràng nếu f liên tục tại г € A thì fja liên tục tại 
Т. Ngược lai, gia sử fia liên tục tại т € А. Nếu V là lân cận 
mở của f(r) thì tồn tại một tập U mở trong А (và do đó, mở 
trong X), С Э го và sao cho ƒ(U) c V. Vậy f liên tục tại г. 

(b) Già sử fia và f p liên tuc tại zo € ANB. Nếu V là một 
lần cận mở của ƒ(zọ) thì tồn tại các tập mở U,. U; của X và là 
những lân cận của о, sao cho f(ULN A) c V và f(U, n D) C 
V. Đặt U = U, n U; thì U là một lân cân mở của “ro. Do 
X = AUB ta có U = (ƯnA)U(Ưn?) с (Оп А)О(Ш»г\ D). 
Từ đó, ƒ(U) C f(ƯỨịnA)Oƒf(U¿nB)C V u V = V. Vậy f 
liên tục tại :ro. 

(c) Gia sử А và B là hai tập đóng, AU B = X và giả sử 
fia và fig liên tục. Lấy bất kì z € X. Та có thể gia sử, chẳng 
hạn, т € А. Nếu x € AN В thì theo câu (b) ta có f liên tục 
tại г. Nếu r Z D thì r € X N В. М X \ В mở trong X. chứa 
trong А (do AU B = X) và vì fja liên tục tại nên áp dung 
(а) ta được fiy, liên tục tại r. Cũng từ kết quả câu (а), f 
liên tục ғал О 


O13. Hướng dẫn. Xem Bài tập 2.11. Để chứng minh ƒ; 
liên tục, ta sử dụng bất đẳng thức 


+ „_lị „bị — 


Иргун ИР ус yira vịt 


Với mọi z, € C}, 


[fa(z) — (у) = Vl+(Œ))2đ4t— v13 )) 
$ |+? - v1+ VOP| а 
y'(t))? 
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_ [ (t) — (D|: (Ir) + lv (0)) ,, 
o Vl+(r(D)2 + Vi + (y (0))2 


1 
< / 2700) — (1)|dt < 20, у). 
J 


O14. Hướng dẫn. Xét ánh xa f : (R”,ø) — (R”,p) 
cho bởi f(r) = Ar +b trong các trường hợp như sau: (i) 
р(х.) = pan Pu — yjil; (ii) n(m.y) = Y =; [mi — 0|; (iii) plà 
khoang cách Euclide (mëtric thông thường). Trong các trường 
hợp này f đều là ánh xa co. 

O15. Độc giả tự giải. 

O16. Độc gia tự giải. 

O17. Hướng dẫn. 

(a) Có thể chứng minh bằng phản chứng hoặc lập luận 
như sau. £o € А° mở nên tồn tại r > 0 để (zo,r)n А = 0. 
Khi đó mọi y € Á,d(zo,) > r nên 4(то, А) > т > 0. 

(b) Có thể sử dụng tính chất của infimum hoặc xét hàm 
liên tục đ(zo,.) : X — R. Để ý tập А là compact. 

(c) Giá sử то € К”; A Z 0, là tập đóng trong R". Ta 
chứng minh khẳng định ở câu (b) cũng đúng, nghĩa là tồn tại 
уо € А dë d(To, уо) = đđ(o, А). 

— Nếu zo € А thì chi việc chọn zo = то. Nếu zo Æ А thì 
theo (а), d(zo, A) > 0. Lấy tuỳ ý b € A và gọi r := d(zo, b) > 
(то, А) > 0, С = An B(zo, r). Để ý rằng C compact trong 
R” nên theo (b), tồn tại yg € C sao cho d(:ro, уо) = d(zo, C) < 
r. Vi т € ANC thì Z(zo,r) > r nên d(zo, C) = d(rọ, А). Ta 
có điều phải chứng minh. 

(d) Để làm ví dụ có thể xét R2 với mêtric 


d. (m,y) = max {|11 — il, [22 — 2|}, = (1,22), 
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у = (0i.2) và hình cầu B := B((2,0),1), хо =.(0,0). 

Lúc này 
đeo (zo, B) = 1 = do (zo, a), 
với moi a € B với a = (1,øa) và |а| < 1. 

O18. 

(a) Phép chứng minh là đơn giản, tương tự như phép 
chứng minh đối với không gian Суы. Đề nghị độc giả tự 
chứng minh. | 

(b) Với mỗi z € X cố định, 


[ƒz()| = ld(w,) — 4(у,а)| < d(+,a), Yy € X. 


Do đó fr bị chặn trên X và nghĩa là f, Є B(X) mọi z € X. 
(c) Vì với mỗi x,y € X ta đều có 


d(6(z), 6(w)) = d(ƒz, ƒ„) = бйр |f- (z) — fv(2)l 
= айр |d(z, у) — d(z,z)| = d(z, у) 


(để ý rằng |4(2,у) — 4(z,z)| < d(z,y) và dấu bằng trong 
bất đắng thức này xảy ra khi lấy 2 = у) nên X đẳng cự với 
không gian con 6(X) của B(X). Lại vì không gian B(X) là 
đầy đủ nên bao đóng của A(X), 0(X), cũng đầy dú. Như vậy 


5 


X := 0(X) là môt đầy đu hoá cua X O 





019. Độc giả tự giai. 
O20. Hướng dẫn. Ánh xạ g: I — R? cho bởi g(z) = 
(z, ƒ(z)) với mọi т € I, là liên tục. Vậy 


G(ƒ) = ((z, ƒ(z)) | z € D = s(1) 


là tập liên thông của RZ. 
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O21. Độc già tư giải. 
O22. | 
Та сӧ 
(20 Є дА) < (VU = U(zo),U n A Z 0 và Un AS Z 0) 


= (10 Є А м то Є Ас) 
б z € АП Ас. 


Do đó дА = An А. Bây giờ với các giả thiết của đề bài, ta 
chứng minh B NOA # 0. Giả sử ngược lại rằng BnôA = 0. 
Thế thì Е _ 
(Bn4)n(Bn As) = Вг дА = 0. 

Mà B=(Bn4)U(Bn4°) c (Bn A)U (Bn4*) С B, trong 
đó Bn Ама Bn Az là hai tập đóng không rỗng của B nên В 
không liên thông. Маи thuẫn này chứng tỏ АпдА#0 O 

O23. Hướng dẫn. Tương tự Bài 4.9. 

024. Độc giả tự giải. 

O25. Độc giả tự giải. 

O26. Độc giả tự giải. 

027. Độc giả tự giải. 

O28. Độc giả tu giải. 

O29. Hướng dẫn. (c) Kết luận sẽ không còn đúng nếu 
B chi được già thiết là đóng chứ không compact. Chẳng hạn, 
có thể lấy 

А =({(+z,e”) |x Ee R} và В = {(z,0) | z€ R) 


hoặc 
1 
A=NvàB={n+|neN,n>2). 


030. Độc giả tự giải. 


8-CDLVBTHT 
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O31. Độc gia tu giải. 

032. Độc giả tự giải. 

O33. Hướng dẫn. 

Cách 1. Xét ánh xa g : R — R xác định bởi g(£) := 
(( ƒ(t). то) ==. 

Cách 2. Để ý rằng ƒ(R) là tập liên thông trong R2 và 
Ыёп của (ro, r) chính là S!l(ro,?) rồi sử dụng Bài tập 022. 

O34. Hướng dẫn. 

(c) Gia sử (An), là một dãy Cauchy trong F(X). 

* Ta chứng minh rằng f„Ú,„»„ А» Z 0. Lấy tuỳ ý € > 
0. Với mỗi số nguyên k = 0,1,2,..., tồn tại N; sao cho 
m.n > Nk kéo theo h(A,,.. Am) < 27*.є. Gọi (лу). là дау 
don điệu tăng ngặt sao cho n, > Np. Lấy ту € А,,. Giả 
sử đã chọn được то, Ti, T2... тк với tính chất r; € Aạ,, 
dlri ti) X2”, Khi dó z, +1 được chọn trong Ak4ı sao 
cho thoa mãn đớn, Tki) < 27*.є, Dãy (.гь)„ là dãy Cauchy 
trong X. Gọi .r là giới hạn của nó. Khi đó геп Ыру ль 

+ Điểm 2: nhận được ở trên rõ ràng thoả mãn (ко, т) < 
2e. Như vậy ta đã chứng minh được rằng mọi nọ > No và mọi 
ту € Ån, tôn tair Є А ::= NnUrm>n Âm sao cho d(ro, т) < 2€. 
Do đó c(Á„„, А) < 2£ mọi no > №. 

к Để chứng minh А(А,,, А) — 0 (khi n — оо) ta chứng 
minh e(A, An) — 0. Với e > 0 tuỳ ý, tồn tại N sao cho 
nom > N th h( Âm, A.) < є. Lấy z= € А thì z € Lm Åm 
Tôn tại no > N và y E An, sao cho d(x,y) < є. Moi m > N 
ta co 


(т, Ám) < 4, А.) + АА, Âm) <9. 
Vậy c(A, Am) < =.. дє, 


(d) Giá sử (А„)„ là một dãy trong Z,( X) và hội tụ về 
A € F(X). Mối e > 0 tồn tai n sao cho c(A,A„) < € và 
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Tl. T2,T3,,..,:rp Sao cho những hình cầu tâm z; bán kính e 
phủ An. Khi đó những hình cầu tâm Tp š = L 2,0... m. 


bán kính 2« phủ A. 
O35. Độc giả tự giải. 
O36. Hướng dẫn. 
(a) Để ý rằng 


0 ату] = > En — | < УЕ + У || < +оо. 
п== | 


n=] n=l 


(b) Giá sử (r„)„ là một dãy Cauchy trong /!, т, = (26). 
Khi đó Ve > 0, Эт > 0 sao cho mọi p.q > no thì 


160-6] <e. ¬ 


n=l 


Với môi n € N, (€F); là một dấy Cauchy các số thực. - Gọi 


sm = lima. £f п = 1,2,3,..... Từ đây và (ж) ta đi đến 
a. | 
2, lốp = | < є, то! p > To. (“— 
n=l s, 

Do dó 


П < Ð (1ER. — Enl + |€p"|) < «+ Y ете < +оо, 


nghĩa là z := (€„)„ € 11. Kết luận được suy ra từ (жж). 
(c) Đặt 


М, = {(€a)n є | €, € Q khi 1 < n < k, En = 0 khi n > k), 
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k=123..... Khi đó M := UZ, Мк là tập đếm được và 
trù mật trong i. | 

O37. Độc giả tự giải. 

O38. Độc giả tự giải. 

O39. Hướng dẫn. 


(a) Không gian E là compact nên dãy (/" (4))neN có một 
dãy con (ƒ”*)¿ hội tụ và do đó дау con này là một dãy Cauchy. 
Lúc này với є > 0 tùy ý, tồn tại kọ > 0 sao cho mọi k,Ì > ko 
thì d(ƒ”*(œ), f™) < є. Ta chúng minh được 


d(a, "о (а) < d(f(a), ƒ"»~es*(a)) < 
< -++ < a(f"*(a), f"*°(a)) < e. 


(b) Xét ánh ха F : (z,1) — (ƒ(z), ƒ/0)) từ không gian 
compact (hãy chứng minh) Е x E vào chính nó. Ap dụng kết 
qua câu (а). 


O40. Độc giả tự giải. 
O41. Độc giả tự giải. 
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Chương 2 


LÍ THUYẾT ĐỘ ĐO 
A. Tóm tắt lí thuyết 
§1. NỬA VÀNH, VÀNH VÀ ĐẠI SỐ CÁC TẬP 


Trong chương này khi nói đến họ tập (hay hệ tập) ta hiểu 
là một họ các tập con của một tập X nào đó cho trước. 

1.1. Vành, đại số và ơ-đại số. 

1.1.1. Định nghĩa. Một họ tập R. không rỗng (các tập . 
con của X) được gọi là một vånh nếu nó có các tính chất. 
sau: 

(a) VA, B e %, AUBER, 

(b) VA, BER, AN B € x=. 

Một vành chứa X (nghĩa là X € R) thì được gọi là một đại 
só. 

1.1.2. Nhận xét. 

(i) Nếu R là một vành thì 0 € R. Thật vậy, vì R Z 0 nën 
có AER. Khi đó A\A=0€7. ` 

(ii) УА, e ® thì ANB = AN(AN D) є Л. theo (b). Như 
vậy vành đóng kín đối với phép lấy giao, hợp hữu hạn các tập 
hợp. | 

(ii) R là một đại số thì: 

(b) À € R kéo theo AER. 

Từ đây dễ thấy răng: 

R là một đại số khi và chỉ khi R Z 0 và thoả man các 
điều kiện (a) và (`). | 

1.1.3. Đinh nghĩa. Một họ tập R Z Ü được gọi là một 
ơ-uènh nếu nó thoả mãn các điều kiện sau: 
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(a) Ai ЄР. =1,2,-:-,m,--- thì A= ОА, € X. 

(b) VA.B e R.AN D € x. 
Một o- vành chúa X được gọi là một 5-dat si 

1.1.4. Nhận xét. 

( Một ø- vành đóng kín với phép lấy giao đếm được. 

(п) Mọi z-vành R là một vành. 

1.1.5. Định lí. Mot họ R khác rong các tập con của 
X là một ơ-đại số khi và chỉ khi nó thỏa man các điều kiện 
(a`) và (b'). 

1.1.6. Định lí. Giao của môt họ bất kì các vành (đại số, 
ơ-đai số, ơ-uành,) là môt vành (đại số, ơ-đạt số, ơ-uành). 

1.1.7. Đỉnh lí. Với mọi họ tập С, tön tại một vành (đại 
số, o- vành, ơ-đại số) duy nhất chúa С và chứa trong moi 
vành. (dai số, o- vành, a-dai số) chứa С. Ta sẽ gọi nó là 
vành. (dai số, o- vành, a-dai số, tương ứng) sinh bởi ho С 
và ký hiệu F(C).* 

1.2. Nửa vành. 

1.2.1. Định nghĩa. Но R không rỗng các tập con của 
X được gọi là nýa vành nếu nó thoa тап các điều kiện sau: 

(al) А, B € ® th An B € ®%, 

(b1) A, 3 € R và А C В thì tồn tại một số hữu han các 
tâp C; € R, i= 1,--- „т rời nhau từng dôi một sao cho 


B\A= UC: 
1.2.2. Nhận xét. 


(1) Dë thấy rằng mọi vành đều là nửa vành. 
(ii) Mọi nửa vành đều chứa tập 0. 


Таў từng trường hợp си thể mà ta gọi Z(C) là đại số, о- vành 
bay ø-đại số sinh bởi họ С. 
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Bổ đề sau đây đóng vai trò quan trọng trong các mục sau. 

1.2.3. Bô đề. Gia sử R là một nta vành wà A, Аџ,···, 
A, € R, (рє N). Khi đó tồn tại một số hữu hạn các tap 
С; € Tè,¿ = 1,2.--- ,r (r € N) đôi một không giao nhau vå 
sao cho 


AN Ü A, = Ú С. (1.1) 


§2. DÓ ĐO TRËN NỬA VÀNH 


2.1. Hàm ќар. 

2.1.1. Các quy ước về các phép toán trên IR. 

Trong chương này và chương sau chúng ta sẽ làm việc với 
tập số thực mở rộng R = R U {+oo, —oo} (ta thường viết оо 
thay cho +оо). Để thuận -tiện cho việc tính toán, ta nhắc lai 
một số quy ước khi thực hiện các phép tính trên К. 

* Vr € R, —oo < T < +00, 

ж Vz € R, t +£ co = +оо, 

х Охоо = oo x 0 = 0, 0 x (—oco) = (—oo) x 0 = 0, 

* Va € R, a Z 0 thi 


+оо nêua> 0, 
ах (боо) = (+00) x a = Í p 
тоо nều a <0, 


х +оо х (+оо) = +оо, 
ж со + 00 = Co, —(—œ) = оо, | 
к +00 x (—oo) = —oo х (+оо) = —œ và (—oo) х (—oo) = 
+oo, > 
+ Các biểu thức oo — со, °° không được định nghĩa trong 
R. 
Ta cũng quy ước inf = +оо. 
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Bây giờ cho X là một tập khác гоп và С là một họ không 
rồng các tập con của X. 

2.1.2. Đỉnh nghĩa. Một ánh xạ  : C — R được gọi là 
một hàm tap. 

Đối với một hàm tập и ta sẽ viết дА thay cho (4). Нат 
tập и gọi là không âm trên C, kí hiệu д > 0, nếu pA > 0 với 
mọi À € C. 

2.1.3. Định nghĩa. Cho hàm tập и:б — R. 

e u được gọi là cộng tính (cộng tính hữu hạn) nếu A), Аз € 
С, ALNA = дуа AUA € C thì 


(Ау U Аз) = (А) + H(42). 


e được gọi là ơ-cộng tính (hay cộng tính đếm được) 
nếu A; € G, ¡=1,2,..., A, QA; = 0, ¡#7 và ОА, € C thì 


ОА) = УА). 


t=l 


2.1.4. Nhan xét. 

(1) Nếu 0 € C và hàm tập p là cộng tính hay o- cộng tính 
thì (0) = 0. 

(ii) Nấu џ là o- cộng tính và Ø € C thì и là cộng tính. 

2.2. Khải niêm độ đo. 

2.2.1. Định nghĩa. 
_ ® Cho Z là một nửa vành trên X. Một hàm tập m : R — 
R được gọi là một độ do nếu m thoả тап các điều kiện sau: 

(i) т(0) = 0, 

(ii) z: không âm, 

(ii) rn là a- cộng tính. 


Lúc này (X, 7, zn) được gọi là một không gian độ đo. 
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e Độ đo m được gọi là htu hạn nếu với moi А kẻ 

: Quoc gọi . и han nêu với mo : Ж, 
т(А) < +оо. Расе 

e Độ đo т được goi là ơ-hữu han nếu với mọi А € R, tồn 
tại một dãy (An)n C R sao cho А = Ü Аһ, và тА, < +оо, 
mane N. и 

2.2.2. Nhận xét. Dë dàng thấy rằng nếu m là môt đô 
đo trên nửa vành R thì О 

(i) m là cộng tính, 

(ii) Nếu A,B ER và AC B thì тА < mB. Nếu hơn nữa. 
mB < +оо thi тА < +оо và lúc này ta së có m( B \ 4) = 
mB — mA nếu B NA € Z. 

2.3. Một só tính chất của độ đo. 

2.3.1. Định lí. Gid sử т: R — [0,со! là một hàm tập 
trên пиа vành R. Khi đó т là một độ đo trên R khi và chi 
khi các điều kiện sau thoả mån: 

(й) Nếu А, А, Áa,---, An,--- € T ОА; СА uà А, П 
А; = Ü) tới ¡ > g thi 


оо 
> тА; < тА, 
1= ] 
(їй) Nếu А, Ai, Аз, , Ân, ER, AC ОА; thìmA < 
со ` = 
у, тА;. 
i=l 
Tính chất nêu ở (iii) gọi là ø-nửa công tính của độ do m. 


Từ đây về sau để cho gọn, đôi khi ta sẽ dùng kí hiệu An Í А 
để chi dãy tập (An)n trong X có tính chất Аһ C Ay+1, VỚI 
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moin € N và À = Ú An. Tương tu, kí hiệu An | A được 
Ms А cu % 
hiểu là А, D Ал, với mọi ne N và А = N А». 
“Định lí sau đây nêu lên hai tính chất quan trọng và hữu ích 
của độ đo: 
2.3.2. Định lí. Gid sử R là môt vành và m là một độ 
đo trên R. Khi đó các khẳng định sau là đứng: 
(a) Nếu (An)ne N C R, AER và An ТА thì lim mA, 
= mA. 


. (b) Nếu (A,),e N CR, AER, An | А và mÅ, < +оо 
(Һау tồn tại по để cho MAn, < +оо) thì lim mAn = mA. 
n— oo 


оз. THÁC ТВІЁМ DÓ ĐO 


3.1. Độ đo ngoài, độ do ngoài sinh bởi một độ đo. 

3.1.1. Định nghĩa. Một hàm tập m xác định trên P(X) 
được gọi là một độ đo ngoài trên X nếu thoả mãn các điều 
kiện sau: 

(а) m không âm, 

(b) т(0) = 0, 

(c) Nếu AC ОА, thì mA < HTA 

i=] 

3.1.2. Nhân xét. Già sử m. là một độ đo ngoài trên X. 

Khi đó dễ chung minh duoc ~~ 


(i) Nếu А С Ù 4; th m( A) < + mA; (пиа cộng tính). 
(u) Nếu Ас B thì mA < mB. 


Các inh lí sau đây là cơ sở để chúng ta thác triển một dó 
do т trên пиа vành lên một с-да! số, 
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3.1.3. Định li. Giả sử m là một độ йо trên пча vònh 
R. Khi đó néu 101, то AC X, 


"ы. 
йй A = infí ` mE; | EER, іє N ий U Е, ЭА} (31) 
i=l Е 
thì т" là một độ đo ngoài trên X (để ý quy tước inf = 
+). Ngoài ra nếu À € R thìrn” А = mA. Ta хе goi т" la 
độ đo ngoài sinh bơi độ đo m. 
3.2. Tập mm -đo được và Định lí Carathéodory. 
3.2.1. Định nghĩa. Cho m* là một độ đo ngoài trên X. 
Một tập А C X được gọi là m*-do được (hay đo được theo 
Carathéodory) nếu 


т'Е =m°(En A) +m°(E\ A). VE c X. (3.2) 


Ho tất cà các tập m*-do được được kí hiệu là L. 

3.2.2. Nhân xét. 

() Dễ thấy rằng điều kiện (3.2) trong Định nghĩa 3.2.1 
tương đương với một trong hai điều kiện sau: 


m* E > m*(E n A) +m (E V A), VE C X, | (3.2) 


m°(E) = m°(En A) +m*(En Af), moi E c X. (8:27) 


Từ (3.2) ta thấy ngay nếu A € £ thì A° € L. Đặc biệt, 0 e £ 
(rõ ràng) nên X € L. | 
(ii) Nếu m*À = 0 thì А € £. Thật vậy, lúc đó với mọi 
EC X, m'(A n E) = 0 và do đó, 

т'Е < m*(EN A) +m°(E \ A4) =m*(E NA) < т" E. 


Với các kí hiệu như trên ta có định lí sau: 
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3.2.3. Định lí. (Carathéodory) £ là một a-dai số và thu 
hẹp p của m" trên É,  = т, là một độ đo. 

Ta sẽ gọi и là độ đo sinh bởi độ do ngoài т". 

3.3. Đỉnh lí thác triển. 

Dinh lí sau đây tổng kết các kết quả vừa nêu ở các Mục 
3.1, 3.2, được gọi là Định lí thác triển độ đo. 

3.3.1. Định lí. (Thác triển độ đo) Ста sử m là mọt độ 
đo trên nứa vành R, m* là độ đo ngoài sinh bởi m, còn p 
là độ đo sinh bởi độ đo ngoài m*. Khi đó и là một thác 
triển. của m lên ơ-đại số L các tập m*-do được, mnghĩa là 
RCL uà рА = тА, тої А € Л. . 

Cách thác triển một độ đo nêu trên thường được gọi là thác 
triển liêu chuẩn (hay thác triển theo Carathéodory), còn u 
được gọi là thác triển. tiêu chuẩn của m. 

3.3.2. Đỉnh nghĩa. Giả sử т là một độ đo trên nửa 
vành R. Độ đo m được gọi là du nếu từ A € R, тА = 0 và 
E C А kéo theo E € R (và do đó mE = 0). Lúc này ta cũng 
nói không gian độ до (X, Z, т) là đủ. 

Một số tính chất đáng lưu ý của độ đo thác triển tiêu chuẩn 
и được nêu lên trong định lí sau: 


3.3.3. Định lí. Giá sử m là một độ đo trên nga vành 
R, p là thác triển. tiêu chuẩn, cửa т lên ø-đại số L các tận 
m*-do được. Khi đó: 

O 

(i) Nếu X = U An tới An ER mợi n € N và mAn < 
+оо thì không những m là ơ-hứu hạn mà тб rộng tiêu 
chuẩn. Ll Của nó cüng обу, 

(ii) là độ до đủ, 

liii) £ D F(R). Ngoài та, nếu u là ơ-hữu hạn thì À € £ 
khi và chỉ khi 


A=B\N hay A= ВОМ (3.3) 
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trong đó B € F(R), uN = 0 tới m* là độ đo ngoài sinh bởi 
m (F(R) là ø-đại số sinh bởi R). | 


$4. ĐỘ ĐO LEBESGUE TRÊN ІР“ 


4.1. Độ đo Lebesgue trên IR 

e Ta nhắc lại rằng một gian trên R là một tập con của R có 
một trong các dạng sau: [а, 5), [a, Б), (a,b), [a, +оо), (а, +оо), 
(—oo,b), (—oo,b], (—oco, +оо), a,b € R. Ta sẽ kí hiệu một 
gian với hai đầu mút а,Ь (a,b € К) là (а, Б). R tất cả các 
gian là một nửa vành và được gọi là nta vành các gian trên 
R. 

e [rên R ta định nghĩa một hàm tập m : R — R nhu sau: 
mọi P € R,P = (a,b)*,a,bc R 


mPa |" nếu P z 0, 
f 0 nếu P = ф 


(lưu ý các phép toán trên R ở 2.2.1). Khi đó ta có: 


4.1.1. Bô đề. m là một độ đo trên nửa vành các gian 
R. 

4.1.2. Định nghĩa. Thác triển tiêu chuẩn и của độ do m 
trên пиа vành các gian R lên ø-đại số L các tập m*-áo được 
(Định lí 3.3.1) gọi là độ đo Lebesgue trên R. L gọi là ơ-đại 
sô các tập đo được Lebesgue trên R. Mỗi tập thuộc L gọi là 
tập đo được Lebesgue hay (L)-äo được. 

Nhắc lại rằng nếu A C R thì 


ñ со со | 
т" А = иу mP; | Р, là gian, i € N, ОАЭ a} 
k=l (4.1) 


*Nếu b < a thì ta quy ước Р = 0. 
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Hơn nữa theo Nhận xét 3.1.4 họ các gian ( P,); trong (4.1) có 
thể được chọn sao cho chúng rời nhau từng đôi một. Tập A 
là đo được Lebesgue khi và chỉ khi 


m°E > m°(En A) +m*(E N A).VE C R 


và lúc này m* Á = HA. 

Dó do Lebesgue trên R có một số tính chất đặc biệt nêu 
trong các hệ quà và định lí dưới đây. Tuy nhiên ta bắt đầu với 
các nhân xét sau: 

4.1.3. Nhân xét. 

(i) Độ đo Lebesgue trên R là một độ đo đủ và ø- hữu hạn. 

(ii) Dễ thấy răng ơ-đại số sinh bởi nửa vành các gian R 
cũng là с-а! số Borel trên R. Do đó moi tập Borel đều đo 
được Lebesgue. Đặc biệt, mọi tập то, tập đóng, các tập dạng 
Gs, Fç đều là những tập đo được. Hơn nữa mọi tập đo được 
Lebesgue đều bằng một tập Borel trong R thêm vào hay bớt 
đi một tập có độ đo 0. 


m. À = 


20 
inf | Ў, тА. U Ar D А, åk- khoảng mở, Кє м). 
k=l И 

(4.2) 


4.1.5. Hệ ача. Тӣр N с R có dó đo 0 khi và chỉ khi 
гоі mot € > 0, tôn tai một số hữu hạn hay đếm được các 
khoang trở (Ak jk phu N tả có tông độ đài bé hon F, nghia 


la UA, >D N va 3. тА. < є. 
| k 
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4.1.6. Hệ quả. Mo: tập hữu hạn Һау đến được trong 
IR đêu đo được tà có độ đo 0. 

Như vậy tập các số hữu ti Q là đo được Lebesgue và có độ 
đo bằng 0. Định lí sau đây cho ta các đặc trưng của tập đo 
được Lebesgue trên R và cũng là một kết qua quan trọng và 
sâu sắc của mục này. 


4.1.7. Định lí. Ста sử AC IR. Ва mênh đề sau tương 
duong: 

(i) A là do được Lebesque. 

(ii) Ve > 0,3 G D A, G то ой sao cho m*(G\ A) < є. 

(її) Ve > 0,3 F C A, F đóng và sao cho m*(A\ Е) < 
є. 

4.2. Độ đo Lebesgue trên IR*(k > 1). 

Cách xây dựng độ đo Lebesgue trên К“ cũng hoàn toàn 
tương tự như cách xây dựng độ đo Lebesgue trên Б. 

Ta sẽ gọi một gian trên R là một tập có dang 


1. 
А == ШП (tị. b,) 


[ 


{(&.-.&) ЄВ“ [E € (аЬ). = 1.....Ё} 


trong đó (a;.b,} là một gian trên R, mot; € N. Ta có: 


e Ho ®” tất cả các gian trên К” là một nửa vành (và được 
gọi là nửa vành các gian). 


Trên nửa vành 7“, ta định nghĩa một hàm tập v : 7“ — R 
i | k: 
như sau: e(O) -: (J và nếu Ас RE A= 11 (а,. bi} Z Q thi 
= | 


А 


[| N l| inn... b... 
© A | 
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trong đó тп (а;, bi) là độ đo của gian (а;, bi) định nghĩa o Mục 
4.1 (lưu ÿ các quy ước về các phép toán trong R). %(A) 
thường được gọi là "thể tích" của gian A trong R*. Ta có: 

e Hàm tập v là một độ до trên nửa vành 7€”. 

4.2.1. Định nghĩa. Thác triển tiêu chuẩn u“ của v trên 
nửa vành các gian ZË lên ø-đại số các tập u°-đo được С“ 
được gọi là độ đo Lebesgue trên RẺ. Lúc này С" được gọi 
là ơ-đại số các tập đo được Lebesgue còn mỗi tập thuộc L" 
được gọi là một tập đo được Lebesgue (hay (L)-đo được) 
trong RẺ. 

Độ до Lebesgue trên К“ có những tính chất tương tự như 
đô đo Lebesgue trong R cho trong Nhận xét 4.1.3, Bổ đề 4.1.4, 
Hệ quả 4.1.5 - 4.1.6 (các khoảng mở А; được thay bởi các 
hình hộp mở trong RẺ), Nhận xét 4.1.8. Cháng hạn, ш“ là đủ 
và a-công tính; ơ-đại số Z(72Ë) chính là ø-đại số Borei trên 
RẺ và ta có F(R*) с С". Như vậy mọi tập Borel đầu đo được 
Lebesgue. Các kết luận trong Định lí 4.1.7 cũng còn đúng cho 
các tập thuộc К“. Cụ thể ta có: 

4.2.2. Định lí, Gid sử A C IRF. Khi đó ba mệnh đề sau 
đâu tương đương: 

(1) A là đo được Lebesgue, 

(й) Ve > 0,3G D А, С mở và sao cho u* (G N А) < є, 

Gü) Ve > 0,3F C A, F đóng và sao cho у“ (А\ Е) < є. 


§5. HÀM ĐO ĐƯỢC 


Cho X là một tập tuỳ ý khác rỗng và А là một с-да số 
trên X. Lúc này cặp (X,.4) sẽ được gọi là một không gian 
đo được và mỗi tập А € A sẽ được gọi là một tạp đo được 
(hay А-0 được) trong X. ' | 
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Gia sử Ас X và f : A — R. Dë ngăn gon, ta sẽ sử dụng 

kí hiệu А[ f > а]. (a. € R) để chỉ tập hợp {+ € A| f(r) > а}. 

Các kí hiệu А| f > al, AI / < а), А| f < a], AI ƒ = 0) |, те 
cũng được hiểu cùng một cách như vậy. 
5.1. Định nghĩa hàm đo được. 

5.1.1. Định nghĩa. Cho (X,.4) là một không gian đo 

được, À € A và f : A —— R. Hàm f được goi là do duor 

trên А dôi với a-dai sõ A (hay f là А-до được trên .{) nếu 


| А[/ >a] € A, moia e R. - (5.1) 


5.1.2. Во đề. Hòm f: A --— В là đo được khi cà ch: 


khi mọt trong ba dicu kiến sau thoa man 


А> | E А. Và € Hà, [5.2) 
Af Sal Д. Va € П. (5.3) 
AS < øÌ є А. Vae 1. (9..1) 


_ 5.1.3. Nhân xét. 


Dễ chứng minh được rằng nếu f :.\ — R (f chỉ nhận giá 
trị thực) thì f đo được trên .1 € A khi và chỉ khi f -!( p) € А, 
với mọi tập Borel B trong R. 

Nếu X là một không gian tôpô, A = B(.N ) (ơ-đại số Borel 
trên X) và f là ö(X)-đo được thì ta cũng nói ƒ là do được 
Borel trên X hay f là hàm Borel. 

Trường hợp X = R", A = С" và f là £"-đo được thi ta 
cũng nói là f đo được Lebesque hay (L )- do được. Một hàm 
ƒ đo được Borel thì đo được Lebesgue. Cũng để у rằng nếu 
Ў: R” — R là liên tục thì f là (L)-đo được. Điều ngược lại 
nói chung không đúng. f 


9-CDLVBTHT 
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5.1.4. Một số tính chất đơn giản của hàm đo 
được. 

Các tính chất sau đây được suy ra ngay từ Định nghĩa 5.1.1. 

(1) Nếu f : A — R là A-do được thì { là А-до được trên 


mọi tập con đo được của 4. Thật vậy nếu B c 4, B € A thì 
với mọi а € R, 


BỊ f >a] = Bn A[ f > al € А. 


(ü) Nếu (E;);e N C A, A = U, E; và f : А — R là do 
được trên mỗi E;, i є N thì f do được trên А. Điều này 
được suy ra từ | 


A[ f > a] = (J BI > a] € A mọi a € R.. 


T.z==z1 


(iii) Già sü (X, А, и) là một không gian độ đo đủ. Khi đó 
nếu A € Á và uA = 0 thì mọi hàm f : А — R đều .A-đo 
được. | 

5.2. Các phép toán trên các hàm đo được. 

5.2.1. Định lí. Giá sử (Х, А) là một không gian đo 
được, À € А và ƒ,g: А — R. Khi đó: 

(1) Nếu 1 đo được їтёп А, а € IR thì œ.ƒ đo được trên 
A. Nếu a > 0 thì |f|% cưng đo được trên А, 

fii) Nếu f,g hưu han (nghĩa là , f(A 1C IR và g(A) C IR) 
uà đo được trên A thì các hàm số f +, f.g cüng đo được 
оё néu g(r) #0 uới moix € А thì £ cưng đo được trên A. 


Nhắc lại rằng với dãy (/һ)„ các hàm xác định trên A và 
nhận giá trị trong R, người ta định nghĩa, với z € A, 


Sup TẤT) = sup{ /һ (2) Ре € ЇЧ}, 
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inf (тж) = inf{ƒfna(r)| n€ N}, 


lim fa (z) = sup( nf fa(z)), lim ƒa(z) = inf фар Р. (х). 


n— oo 

5.2.2. Định lí. Gid sử (fn)n là môt daw các hàm đo 
được (không nhất thiết hữu hạn) trên A € А. Khi đó các 
hàm số infn fn, sup, fn, іт, А, lim, fj, củng do được {тёп 
A. 

5.2.3. Hë quà. 

(i) Gia sử fi, Ро, fa,..., fm là các hàm đo được trên A € 
A. Khi đó các hàm 


тах{/, Frases Ẩm: min{ fi, /a,.... fm.) 


cung do được. 

(ii) Nếu (fa)ne N là một day các hàm đo đượ- trên А tà 
nếu giới hạn limn /л(т) tồn tại trong IR uới mọi x € A thì 
hàm lim fn đo được trên A. 


5.3. Tập có độ đo không và tính chất “hầu khả р 
nơi”. 


Già sử (X, А, ш) là một không gian độ đo (A là một ơ-đại 
số) và А € А. Ta nói một tính chất P(x) (phụ thuộc vào т) 
nào đó thoả тап hầu khắp nơi (Һ. К.т.) trên А (hay Р(х) 
thoa mãn với hữu hết các т € A) nếu tồn tại một tập B € А 
sao cho uB = 0 và P(x) được thoa mãn với mọi r € A \ B. 
Nói một cách khác, tập Œ gồm tất cả những z € A mà tại đó 
P(z) không thoả mãn được chứa trong một tập hợp có độ до 
không (mà trên quan điểm đệ đo coi như "không đáng kể"). 
Cũng để ý rằng định nghĩa này không đòi hỏi tập hợp Œ đo 
được. Đôi khi để chỉ rõ độ đo p (trường эш đang xết nhiều 
độ đo) ta viết "-h.k.n." thay cho “h.k.n." 
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Bây giờ chúng ta nêu ra một số ví dụ về tính chất hầu khắp 
nơi thường gặp trong giáo trình này. 

5.3.1. Ví dụ. | 

(а) Hàm f : А — К là hữu hạn hầu khắp nơi trên A 
nếu f(x) € R mọi т € А ngoại trừ trên một tập BC А mà 
BC Bo và (Bọ) = 0. 

(b) Озу (fn)n các hàm xác định trên А là hội tụ hầu khắp 
nơi trên А về hàm f nếu có tập B C А sao cho uB = 0 và 
(т) — f(r) khi n — со với mọi z € А\В. 

(с) Hai hàm ƒ, 9 xác định trên А là bằng nhau hầu khắp nơi 
trên A nếu {x € A | f(t) # g(œ)} C B mà uB =0. Hai hàm 
bằng nhau h.k.n. trên А được gọi là tương đương trên А ма 
thường được kí hiệu là ƒ ~ д. Nói một cách khác, hai hàm 
tương đương nhau thì chúng chỉ khác nhau trên một tập con 
của một tập có độ đo không. Cũng để ý răng quan hệ "~" là 
một quan hệ tương đương trên lớp các hàm xác định trên А. 

5.3.2. Nhận xét. Nêu и là một độ đo đủ thì khái niệm 
h.k.n. trở nên đơn giản hơn. Cụ thể, Р(х) thoả mãn h.k.n. 
trên А có nghĩa là tập các z € А mà P(r) không thỏa mãn là 
một tập có đo được và có độ do không. 

5.3.3. Định lí. Cho (Х, А, п) là một không gian độ đo 
uới и là môt độ đo đủ, A € A wà ƒ,g: А — R. Nếu f 
tương đương véi g trên А và f là đo được thì g cũng đo 
duoc. 

5.3.4. Nhân xét. 

(i) Trong Định lí 5.3.3 giả thiết џ dú là quan trọng. Kết 
luận của định lí nói chung không còn đúng nữa nếu ¿ không 
đu. Chẳng hạn, xét trườnf hợp E C X mà pE =0 và FCE 
mà F không là tập do được. Khi đó , rõ ràng hàm 


1 nếu z € F, 
g() = 4. : 
0 neu тє ENF 
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tương đương với hàm đo được /(т) = 0 trên E nhưng g 
không đo được. 

(ii) Định lí 5.3.3 nói lên rằng nếu độ đo и là dú thì dù ta 
thay đổi giá trị của hàm đo được ƒ (bởi các giá trị mới, ngay 
са thuộc tập số thực mở rộng К) trên một tập có độ до không 
thì tính đo được của “nó” vẫn không bị phá vỡ (nghĩa là hàm 
mới nhận được уап là hàm đo được). 

5.4. Cấu trúc của hàm đo được. 

Một hàm số s : А — R chỉ lấy một số hữu hạn giá trị 
thuộc R được goi là một hàm đơn gian trên A. 

Gia sử ơi,oa,...,œ„a là các giá trị (khác nhau từng đôi) 
của hàm đơn gian s trên А. Đặt 


A; =Í1= € X | s(m) =ứi), 1=1,2,....п 
Khi đó A, n À; =0, ¡ Z ;, Ü Ai = À và 


n 


(я) = L3 оха, (2), TEA 


n=i 


và mọi hàm s có dạng (5.5) với các A; đôi một rời nhau và 
ОА, = А đều là các hàm đơn giản trên А.. s là đo được 
khi và chỉ khi các 4;, i = 1,2..... đều là các tập đo được 
(nghĩa là thuộc A). Hàm đơn giản s được gọi là không åm 
nếu e; > 0 với mọi i = 1,2,3,...n 
5.4.1. Định lí. Cho f : A — R là hàm đo được không 

ат. Ton tại môt dâu các Һат đơn giản đo được (зл) trên 
А thoả тап các điều kiện sau: 

(i) 0 < з, sờ = suy 1; 

(ii) з„(т) — f(z) khi n — co, véi moi t € A. 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
134 


Ngoài та, néu f là hàm bi chặn trên А thì day (4-)a có thể 
được chọn sao cho (sn)n hội tụ đều đến f trên A обв < n, 
moine N. ` 

5.5. Hội tụ theo độ đo, 

Già sử (X, A, н) là một không gian độ đo (А là một ø-đại 
số), A € А. 

55.1. Định nghĩa. Giả sử f, fn: А — К, пє N l 

các hàm đo được trên A. Та nói dãy (f„)„e м hội tụ theo độ 
đo đến hàm f, kí hiệu fa — f, nếu với mọi số 6 > 0, 


lim {тє A| |/a(e) – ƒ(œ)|>6}=0.— (586) 


5.5.2. Nhận xét. Nếu ta không phân biệt các hàm tương 
đương (theo ш) thì giới hạn của một дау hàm hội tụ theo độ 
đo là duy nhất. Điều này được thể hiện qua hai khẳng định 
sau, gia sử и là du: 

(i) Nếu fn — f và fa — g trên A thì f ~ g trên A. 

(ü) fn, ƒ, đo được trên A, fa —— f và f ~ g trên A thì 
ta -> 87... 

Mối quan hệ giữa hội tụ theo độ đo và hội tụ hầu khắp nơi 
được thể hiện trong các định lí và nhận xét dưới đây: 

5.5.3. Định lí. Gia su и là độ đo đủ, (fn)n là day các 
hàm đo được và fa — f h.k.n. trên A€ А. Khi đó f đo 
được trên. А và néu pA < +оо thà fn -> f. 


5.5.4. Nhân xét. 

(i) Gia thiết pA < +oo trong Định lí 5.5.3 là quan trọng 
và không thể bỏ được. Nghĩa là sự hội tụ h.k.n. của một dãy 
hàm đo được trên А với дА = +оо nói chung không kéo theo 
sự hội tụ theo độ đo của dãy hàm này. 
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(ii) Một dãy hội tu theo độ đo có thể không hội tụ hầu khắp 
nơi. Tuy nhiên ta có: 


5.5.5. „че lí. Gid sử (fn)n là айу các hàm do được 


trên. А, fa = f, п — оо. Khi đó có môt бу cơn (Jnr )ke N 
C (fn)ne м sao cho fn, — f h.k.n. trên A. 
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В. Bài tập 


§1. Nửa vành, vành và đai số các tập. 


Bài 1.1. Gia sử X, Y là hai tập cho trước và f : X — Y 
là một ánh ха, R là một vành (tương ứng, ø-vành, a-dai số) 
trên Y. Chứng minh rằng ƒ~!(7#) là một vành (tương ứng, 
ơ-vành, ơ-đại số) trên X. Ó đây 


J '(R):#= (Ac X | 3B e R.A = ƒ~!(P)}. 


Bài 1.2. Cho A là một c-dai số trên X, O là một ho các 
tập con của một tập S và B là ơ-đai số sinh bởi O. Giả sử 
f : -X — 5 là một ánh xạ sao cho với mọi G € O ta đều có 
7 (С) € A. Chứng minh rằng ƒ~!(Ð) € А với mọi D є B. 

Bài 1.3. Cho R là một vành trên X. Gọi A là lớp tất cả 
các tập Ë C X sao cho hoặc É € R hoặc E= X X EER. 
Chúng tỏ răng А là một đại số. 

Bài 1.4. Cho X là một tập tuỳ ý khác rỗng. Gọi R là lớp 
tất cả các tập chỉ gồm một điểm của X và tập 0. Chứng tỏ 
răng R là một nửa vành. | 

Đài 1.5. Cho R là một nửa vành trên X và C C X sao 
cho С + Оп 1А, An ER, п є N. Chứng tỏ rằng С 
có thể được biểu diễn dưới dạng С = US, B, trong đó 
(Em)m C R, các tập Bm rời nhau từng đôi một và với mỗi 
т, J2. được chứa trong ít nhất một tập А„ nào đó. 

[ Hướng dẫn. Đặt F, = A, V Un А, rồi sử dụng Bồ đề 
1.2.4] 

Bài 1.6. Cho R là một lớp khác rỗng các tập con của X 
thoa mãn các điều kiện sau đây: 
(a) AB e thì An D e Z, 
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(b) ABER, ACB thì tồn tại một số hữu han các tập 
Са Сее € 7? sao cho Co = À C C C Са C --- C 
Ca = B về D =G YG , é R. і = 19... n. 

Chúng tỏ răng R là một nửa vành. 

Đài 1.7. Một lớp A các tập con của X được gọi là một 
lớp đơn điệu nếu mọi dãy (En), C A đơn điệu tăng hay đơn 
điệu giảm ta đều có: ус Е, є А nếu (En)n đơn điệu tăng 
và 5.1, € A nếu (En)n đơn điệu giảm. Chứng tỏ rằng: 

(a) Mọi ø-vành đầu là một lớp đơn điệu, 

(b) Mọi vành đơn điệu đều là ơ-vành. 

Bài 1.8. Cho R là một c-dai số trên X, AC X. Chứng 
tò rằng : | 

Ал = {2ПА | Ze) 
là một с-да! số các tâp соп của А. 

Đài 1.9. Giả sử X là một tập không đếm được. Goi A là 
họ gồm tất cả các tập E с X sao cho E là tập không quá đấm 
được hoặc X \ E không quá đếm được. Chứng minh rằng A 
là một т-да! số (gọi là ø-đại số các tập đếm được hoặc "đối 
đếm được”). Hơn nữa, A là ơ-đại số sinh bởi họ tất cả các 
tập hợp chỉ gồm có một điểm của X. 

Bài 1.10. Chứng minh rằng ø-đại số Borel B(R) trên R 
được sinh ra bởi mỗi họ trong các họ tập hợp sau: 

(a) Ei := {(a.b) | a < b, a.b € R}, 

(b) & := (и. у | a <b, a,b € R}, 

(c) E3 := {(a,b] | a < b, a,b € R}, 

(4) E4 := {[a.b) |œ<b, a,b€ К}, 

(е) Es := {(a,o) | a € R}, 

(g) Es := {(-œ,ø) | a € R), 

(h) E := {[¿,S) | a € R}, 

(i) Ex := ((—oc.a] | a € R}. 
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§2. Dó do 


Bài 2.1. Cho и là một hàm tập cộng tính trên một họ 
tập C. Giả sử A,B € C, А с B và B NA є С. Chúng 
minh rằng nếu uB hữu hạn thì pA cũng hữu hạn và ta có 
ЩВ\А) = aB — pA. Hơn nữa, nếu и > 0 thì pA < uB. 

Bài 2.2. Cho т là một độ đo trên nửa vành R. Chứng 
minh rắng 

(i) Nếu mA; = 0 với mọi з € N và U?2; 4; Є 7 thi 

m(U° , A; ) == () 

(ü) Nếu A.B e R, AU B e R, AN B € Z và mB = 0 thi 
m(AU В) = т(А\ В) = тА. 

Bài 2.3. Cho m là một hàm tập không âm, cộng tính trên 
một vành R, m(0) = 0 và thỏa mãn một trong các điều kiện 
sau: 

(1) (A;);e N C R, An С Áa+i với moin € N và U29; А; € 
R thì ` 

тА U А;) = lim mA;, 
¿=1 t— OO 


(ü) (A;);e N C R, An D Án+i với mọi ne N và П А, = 
i=] 
Ú thì 
lim mA; = 0. 
Chứng minh răng m. là một độ đo trên R. 
Bài 2.4. Giả sử u là một hàm tập ơ-cộng tính trên vành 
7. Chứng minh rằng 


Е, а) Nếu An € R, А, С Anp: mọi € № và А 
` ¡4a € R thị „lim НА» )=и(А). 


m Mie d, ER A, 2 Ама với mgin € N; A = 
NX , A, € R và (A) hữu hạn (hay tồn tai nọ để cho u(An,) 
hữu hạn) thì lim (Аһ) = (А)... 
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Đài 2.5. Giả sử и là một độ đo trên nửa vành Р. Chứng 
minh rằng nếu (Аһ)ем C Z, Á € уз A. 1 A thà 


lim mÁ, = mA. 
TL — 00 


Bài 2.6. Già sử 5 là một nửa vành và p : $ — [0, +oc] 
là một hàm tập cộng tính hữu hạn. Chứng tỏ rằng nếu и là 
ơ-nửa cộng tính thì џ là một độ đo trên S. 

Đài 2.7. Cho џ là một độ đo đủ (Định nghĩa 3.3.2) trên 
ơ-đại số R, E C X. Giả sử rằng với mọi e > 0 tồn tại AER 
sao cho E C Ауа „A < є. Chứng tỏ rằng E € Z. và ИЕ = 0. 

Bài 2.8. Gia sử m là một độ đo trên nửa vành Z, 
A,B € R, тА < +оо. Chứng tỏ rằng tồn tại hữu han các 
tập С, Cạ,..., Ca € R sao cho 


тА —m(An В) = У mCi. 


1=1 


Bài 2.9. Giả str m là một độ đo trên nửa vành R. Một ho 
hữu hạn (E), Ea,..., En} các tập của R được gọi là một phân 
hoạch của E € R nếu E = Ú E, và ENE = 0, і Z ;. 
Phân hoạch {E}, Ea,.... Ea} (của E) được gọi là một rn-phân 
hoạch của E nếu với mọi А € R ta đều có 


m(E n A) = ж n4). 


t=l 


Chứng tỏ rằng 
(а) Nếu E = © C Gy С... СС, = P. G e R. і = 
L, ИЖЕ". và Р; := С; \ Сыл € Tà t = 1,2,1 tE, Di, 
Dz, ..., Dn} là một m phân hoach cua F, 
(5) Mọi phân hoạch của E € R dèu là một m-phšn hoach. 
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Bài 2.10. Cho B là một đại số các tập соп của X và ты, 
п € N là các độ đo hữu hạn trên B. Giả sử rằng (Àa)„ là 


ос 
một dãy các số dương sao cho У` Ат, (X) < +оо. Chứng 
п= 1 


со 
tó räng hàm tập xác định bởi E —— т(Е) = ` ÀamaE. 
n=l 
E € B là một độ đo hữu han trên B. 
Bài 2.11. Xét nưa vành 


S={ACR|A=0hay Alà không qúa đếm được } 


và định nghĩa  : S — [0, +оо] bởi công thức pA = 0 nếu 
А = Q hay А là tập hữu hạn và pA = +оо nếu А là đếm được. 
Chứng tỏ răng и là hàm tập cộng tính (hữu hạn) nhưng không 
là một độ đo trên Š. 

Bài 2.12. Cho (Х, М) là một không gian đo được và 
hàm f: X — [0, ос]. Hàm tập hợp и: М — [0, oo] được định 
nghĩa bởi и(А) = = f(z) nếu A Z 0 và A hữu hạn hoặc 


đếm được, H() = = 0 và (4) = œ nếu А không đếm được. 
Chứng minh ràng u là một độ đo. 


§3. Thác triển độ đo. 


Từ đây về sau các kí hiệu m*, p* được dùng để chỉ độ đo 
ngoài sinh ra bởi các độ đo rn hay tương ứng. 


Bài 3.1. Cho m là một độ đo trên nửa vành R các tập 
con của một tập X và AC X. Chứng tỏ rằng 


со 
m°A =inf{Ö— mAn | (An)a C R, Áa ПА, = 0 


n=1 


nếu n Én UnAn D A). 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
141 


[ Hướng dẫn. Sử dụng Bài 1.5.] 

Bài 3.2. Cho R là một nửa vành các tập con của X và 
(X.R, ш) là một khôrg gian độ đo. u* là độ đo ngoài sinh bởi 
и Chúng tó răng tập А C X là ¿*-đo được khi và chỉ khi 


ЩЕ) > u*(EnA)+w*(EnA*) với mọi E € R và u(E) < +оо. 


Bài 3.3. Cho и là một đô đo ngoài trên X, (Е„)„ là một 
dãy các tập u-đo được (Định nghĩa 3.2.1) và rời nhau từng đôi 
trong X. Chứng tỏ rằng với mọi À C X thì 


(An [ Ü Е;]) = у 1n). 


п= | 


Đài 3.4. Cho и là một độ đo ngoài trên X và A C X. Gọi 
£ là ơ-đại số các tập u-đo được. Hãy chứng to rằng(A € L 
khi và chi khi 


Ve > 0, 3E € £, E C A sao cho (А Е) < є. 


| Bài 3.5. Cho џ là một độ đo ngoài trên X và (An)n là một 
dãy các tập con của X. Giả sử rằng tồn tại một dãy („)„ 
các tạp u-do được, đôi một rời nhau sao cho А, C B, với 
тол € N. Chứng tỏ rằng 


¿{| J An) = : (Аъ). 
п=1 п=1 


[ Hướng dẫn. Đặt А = U A. Su dụng Bài 3.3 với lưu ý 
rằng An lận _ P- | 
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Bài 3.6. Cho џ là một độ ngoài trên X và А là một tập 
con и-йо được của X. Chứng tỏ rằng với mọi tập con È của 
X ta đều có 


„(AU E) +p(An#)= и(А) + (E). 


Bài 3.7. Cho Z là một họ khác rỗng những tập con của Х 
và f : F — |0, +оо] là một hàm tập. Định nghĩa и: F — 
[0, +оо] bởi и(@) = 0 và 


u(A) = ы{$` ҚА.) | (A y СУАС Án} 


n=l 


với mọi tập соп А Z 0 của.X (dê ý răng ta luôn quy ước 
inf Ø = +оо). Chứng minh rằng и là một độ đo ngoài trên 
Х. 


Bài 3.8. Cho m là một độ đo trên nửa vành R và џ là 
thác triển tiêu chuẩn của m. Gia sử A C X và m*A < +оо. 
Khi đó tồn tại một һо (Án)ne N C £, thỏa mãn các điều kiện 
sau: 

(i) Ас An, Аһ C Аһ và pAn < +оо với mọi n € N, 

(üi) Với mỗi n € N, Án = О Ani, Ani e R, AYA, = 
Ø khi i Z š, 

сю 

(iii) Nếu H = Q An thì pH = m° A. 

n= 


© Bài 3.9. Cho m là một độ đo trên ơ-vành R, AC X. 
Hãy chứng minh rằng 
(a) Nếu m*A < +œo thì Ve > 0,3B € TR, В D A sao cho 
mB <m*'A+e6, — 
(b) m*À = infímE | EER, EDA}, 
(с) Nếu m*A < +оо thì tồn tai C € R sao cho C > А và 
m* À = mC. 
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Đài 3.10. Cho т, u, С như ở Bài 3.8. Giả sử A C X thoả 
mãn т* А < +оо. Chứng tỏ rằng tồn tại B € F(R) (F(R 
là ơ-đại số sinh bởi R) sao cho B > 4 và m*A = “В. Nếu 
thêm A € L thì có thể kết luận (BN л, = 0. Chúng tỏ rằng 
lúc này А cũng có thể được viết dưới dạng 


A = B' U N' với B' € F(R) và m* N! =0. 


Bài 3.11. Giả sử X là môt tập khác 0 và R.= (0, X}. 
Dat т: R — R với m(0) = 0, m(X) = 1. 

(a) Chứng tó rằng m là một độ đo trên R. 

(b) Xác định độ đo ngoài m* sinh bởi m. 

(с) Xác định ơ-đại số L các tập m*-do được và độ đo и là 
thác triển tiêu chuẩn của m. 
S Bài 3.12. Cho m, u, £ như ở Bài 3.8. Chứng tỏ rằng nếu - 
Ë C X thì 


mE = inf{nA | ÀO E,A € í). 


Tü đó suy ra rằng tồn tai G € L sao cho G D E và uG = m* A. 
“Bài 3.13. Cho т, и, £ như ở Bài 3.8 và E с X. Giả sử 
L và : = й 

rang với mọi є > 0, tôn tại А, В € R sao cho 

АсЕс Вх т(В\ А) < є. 

Chứng tó rằng 

(a) tồn tại H, K € £ sao cho 
1 CEC TK vàn(HN \N)<=ÚÙ, 


(b) E € £. 
~ Bài 3.14. Cho и là một độ đo ngoài trên X. Giả su А là 
một tập không (phải là) u-đo được và E là một tập u-đo được 
của X sao cho AC E. Chứng tỏ rằng khi đó (E \ A) > 0. 
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§4. Độ đo Lebesgue trên RÄ. 


Bài 4.1. Gọi S là nửa vành các tập dạng [a.b), a.b € 
R. Trên Š ta định nghĩa một hàm tập ? với m(0) = Ü và 
m([a.b)) = +oc nếu [а, Б) Z 0. 

(a) Chứng tỏ rằng тл. là một độ đo trên о. 

(b) Xác định m* và ơ-đại số £ các tập m*-do được. 

(c) Chứng tỏ độ đo đấm À trên £ là một mở rộng cua n 
lên £ nhưng À Z m* (và như vậy mở rộng lên £ là không duy 
nhất). 

Bài 4.2. Gọi тт“ là độ đo ngoài sinh bởi độ đo in trên nửa 
vành các gian trên К^. Giả sử E C RẺ. Chứng tỏ гапе ba 
mệnh đề sau là tương đương. 

(i) E là đo được Lebesgue. 

(ii) Tôn tại tập K loai Gs, K D E sao cho m'(K\E)=0. 

(iii) Tồn tại tâp H loai F¿, H C E sao cho m*(E\ H) = 0). 

Bài 4.3. Cho А C R. Chứng minh rằng А đo được 
Lebesgue và có độ đo 0 khi và chỉ khi với mọi є > 0 tôn tại 
một dãy các khoảng mở (А„)„е N sao cho mỗi +: € A đều 
thuộc về vô số khoảng Apn và sao cho 


OO 


» MÅn < є. 


n=l 
Bài 4.4. Gọi R là nửa vành các gian trên R. Ta xét hàm 
tập m : R — R xác định như sau: với mọi P € R,P = (а, Б) 
(nếu b < a thì ta quy ибс P = 0), a,b € R. 


b— ‹ ё 
"P= Í a nêu P Z 0. 
0 nếu P = 0. 


Chứng tỏ rằng 
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(а) Nếu P, Pi... Pk € Ж, Ui. Pi = P và ROR = 0,¡ Z 
L 
j thì E m P, = mP, | 
t=l 


(b) Nếu P, P.,... , Pk... € R, rể: C P và RAP; 
0.¡ Z j thì У тр, < mP, 


=] 


, " 
(c) Nếu Р. Різак Є R та Р C ОР thi mm P 


А 


k 
5. m.P;, 


i=] 

(d) m là ơ-cộng tính. 

Bài 4.5. Trên RẺ với độ đo Lebesgue p, xét E C R". 
Chứng minh các khẳng định sau: 

(a) m*(E) = inf{,(G) | С mở, G D E}. 

(b) Nếu Е đo được (L) thì 


u°(E) = ѕпр{ (Е) | F đóng F c E}. 
(c) Nếu E đo được (L) thì | 
u(E) = sup{(K) | K compact, K C E}. 


Bài 4.6. Gọi и là độ do Lebesgue trên R. 
(a) Giả sử А là một tập con đo được của [a.b]. Xét hàm 
số f : [a.b] — R xác định bởi 


für) = (A ñ [а z:]). п € [a,b]. 


Chứng tỏ rằng f liên tục trên [a,b]. 

(b) Già sử А с R là tập đo được và 4 = p > 0. Chứng 
tó răng khi đó với mọi q € (0, р), tồn tại một tập con do 
được của А sao cho uB = q. 

Bài 4.7. Cho a,b € R và À C R. Đặt aÁ + b = {ат + 
b| x € А}. Chứng tỏ rằng 


!0-CDLVBTHT 
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(а) m* (aA + b) = |а|т*(А), 

(b) Nếu А đo được Lebesgue thì аА + b cũng vậy và ta có 
(aA + h) = |a|uA. 

О đây m* chi độ đo ngoài sinh bởi độ đo т trên nửa vành 
. các gian còn p chi độ đo Lebesgue trên R. 


95. Hàm đo được. 


Trong tất са các bài tập sau đây, khi ta nói đến không gian 
đo được (X..4) hay không gian độ đo (X, А, p) thì A luôn 
được hiểu là một ơ-đại số. 

Bài 5.1. Cho (Х, А) là một không gian đo được, А € А 
và ƒ: A — R là một hàm số. Chứng tỏ rằng các mệnh đề 
sau là tương đương: 

(a) ƒ đo được trên A. 

(b) vr € Q, А[ (2) > r] € А. 

(c) Vr € Q, A| f(z) > r] € А. 

(d) Vr € Q, A| ƒ(z) < r] € А. 

(e) Vr € Q, А[ (т) < r] € A. 

Bài 5.2. Cho o (X, A) là một không gian đo được, À € А 
và ƒ,g: X — R là các hàm đo được . Chứng tỏ lăng các 
tập sau đều là các tập đo được (nghĩa là thuộc A): 

(i) (z € A | /(т) < 0(т)}. 

(ü) (z € A | f(z) > g(z)). 

(ii) (z € A | f(z) = g(2)}. 

Bài 5.3. Cho (X, A) là một không gian đo được, À € А, 
Jf: Á — R là một ham do được và p là một số nguvën dương. 
Chứng tó ráng hàm số sau là đo được trên A 


|/(т)|Р nếu f(x) hữu han, 
(т) = < P nếu ƒ(z) = —Œœc, 
Ві nếu f(r) = +ос 
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trong đó 8_,/3у là các số tùy ý trong К. 


Bài 5.4. Cho (X,.4) là một không gian đo được với A là 
một ø-đại số và (fn)ne N là một dãy các hàm số đo được trên 
AEA. 

(а) Chứng tỏ rằng tập hợp E gồm những т € А sao cho 
dãy (ƒ-(z))„ hội tụ là một tập đo được (nghĩa là E € А). 

(b) Nếu f cũng là hàm đo được trên Ath ` 


F := (zr € A | fa(œ) — f(z), п — co} € А. 


Bài 5.5. Cho (X, А, и) là một không gian độ đo, E € A 
và (ƒa)„ là một азу các hàm đo được trên E. Giả sử f, — J 
h.k.n. trên E (m — со). Chứng tỏ rằng: 

(a) Tồn tại một hàm g đo được trên E và g ~ f. 

(b) Giả sử thêm f là hàm до được trên А. Hãy chứng tỏ 
rằng tập (z € E | (т) Z /(z)} là đo được và có độ đo 
bằng không. . 


Bài 5.6. Gia sử pA < +оо và (fn)ne N là một dày các ` 


hàm đo được, hội tụ h.k.n. trên А về một hàm đo được ƒ và 
e€ > 0 là một số cho trước. Với mỗi m € N ta đặt 


Ак = © Allp- fe] 
С: x 


"Chứng tó rằng pAg — 0 khi n — со. 

Bài 5.7. Cho (X, A) là một không gian đo được với A là 
một т-да! số, A € A và f : A — R. Chứng minh гапе các 
mệnh đề sau tương đương: 

(a) f là A-do được. | 

(b) f `! (B) € А với mọi tập Borel B trong R. 

Bài 5.8. Cho X là một tập khác rỗng, (S, D, и) là một 
không gian độ đo với D là một øơ-đại số và f : X — 5 là 
một song ánh. Đặt 


A= f(D) = {f7 (A) | A € D}, 
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ñ(B) = pA nếu B = f” (A). 


(a) Chứng tó rằng A là một o -đai số và (X, A. д) là một 


không gian độ đo. Е 
(b) Chứng tỏ răng nếu g : S — К là một hàm 2-до được 


thì hàm hợp дој: X — R là А-до được. 

Bài 5.9. Cho (X, А, ) là một không gian độ đo và А € А. 
Gia sử f là một hàm đo được, hữu hạn hầu khắp nơi trên А. 
Vói mỗi m € N, đất 


Aa={z€A4]|l/(6)|< n}. 


(a) Chứng tỏ rằng An E А, mọin є N và lim pAn = НА. 
п-—- со · 

(b) Са sử pA < +оо. Chứng tỏ rằng với mọi є > 0, tồn 
tại БВС A, B € А sao cho f bị chặn trên B và {(A\ В) < є. 

Bài 5.10. Chứng tỏ rằng nếu ƒ đo được (L) trên mọi đoan 
la. P] C (a,b) thì f đo được (L) trên [a.b]. 

Bài 5.11. Giả sử (X, A, и) là một không gian đô đo và 
AEA. Chứng tỏ răng 

(a) Nếu ƒ.~ g trên A và (ƒ„)„ hội tụ h.k.n. đến ƒ trên A 
thì (f„)n hội tụ h.k.n. đến g trên А, 

(b) (ƒ..,n hội tụ h.k.n. đến J và (ƒn)n hội tụ h.k.n. đến 0 
trên À thì f ~ g trên А. 

Bài А 12. Cho (ƒ„)„ là dãy các hàm đo được trên A. Giả 
sử fa — 0 khi n — oo. Chứng minh rằng 


fn) + 
і = |/n| tu 





Đài 5.13. Giả sử (fn)n là дау các hàm đo được trên А và 
fa — f trên А. Chứng tỏ rằng nếu ў, > 0 h.k.n. trên A thì 
f > (O h.k.n. trên А. 
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Bài 5.14. Già sử (X, А, џи) là một không gian độ đo, 
A € A và рА < +оо. (fa)n và (gn)n là các dãy gồm các hàm 
đo được, hữu hạn trên А thỏa män fa — f và g, —— g. 
Chứng tỏ rằng fngn — fg. Khẳng định còn đúng không khi 
uA = +> ? 

Bài 5.15. Già sử (fn)n và (g„)„ là ж dãy иш các hàm 
đo được, hữu hạn trên A thỏa mãn fa — f và дь -— g (f, g 
cũng đo được, hữu hạn trên А). Chứng minh rằng 

| 
Q f, + Bgn — af + Bg với mọi zx, ñ € R. 


Bài 5.16. Cho A là tập đo duge, Ti f: A — R là những 


hàm đo được, n € N và fh — f. Chứng tỏ rằng các khẳng 
định sau là бил: 


(а) ft — ft. 

(b) f — f-. 

(c) l/a| — |: 
trong đó, các hàm f+, f7 được định nghĩa như sau TU = 
cũng được định nghĩa tương tự): 


ru т) = тах{ fn(T } 0}; fe tứ T) sóc = — min{ fy (r) 0}, TE A 
Bài 5.17. Gọi и là độ đo Lebesgue trên R”. Giả sử AC 
R”, pA < +oo và f : А — R là một hàm số (hữu hạn). 


Chứng tỏ rằng nếu với mọi є > 0, tồn tại một tập đóng F C А 
sao cho (4A N F) < e và f liên tục trên F thì f đo được trên 
А ж 


waw.<p sss 


*Đây cũng là điều kiện cần và đủ để f đo được trên A. 
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C. Bài tập on 


Bài O1. Cho X là một tập khác rỗng tùy ý và (S, S, д) 
là một không gian độ đo với S là một с-да số. Giả sử ƒ : 
X —-— 5 là một song ánh. Đặt 


4=/"'(9):={/"'(4)|Ae9}, 


và р: A — R xác định bởi, với mọi B € А,В = ƒ~!(A), 
Д(В) = pA. 

(a) Chúng minh ràng A là một ø-đại số và (X, А, ñ) là 
một không gian độ đo. 

(b) Với mọi hàm S-đo được g : 5 — R, hàm доў: X — 
R là А-до được. 

Bài O2. Cho ((S, У › Hi))ie N là một họ các không gian 
đệ do với X; là một ø-đại số và có một số с € R sao cho 
ш(5) < c < +оо, mọi t € N. Già sử ш: E — R là một 
hàm tập xác định bơi 


00O 
НА = У 2"!⁄A, AER. 


t= 1] 


Chứng minh rằng и là một độ đo trên X. 

Bài ОЗ. (Dô đo trên một tập đo được) Cho (X, A, и) là 
một không gian độ đo với A là một c-dai số và А € A. Gọi 
Ад là ơ-đại số định nghĩa ở Bài 1.8 và џд là thu hẹp của џи 
lên Aa. Chứng tỏ rằng (X, AA, нд) là một không gian độ đo. 

Bài O4. Cho (X, А) là một không gian đo được và (5, а) 
là một không gian mêtric. Một ánh xa f : X — 5 sẽ được gọi 
là đo được nếu với mọi tập то G C 5 ta đều có ƒ~!(G) € А. 

(a) Chứng to rắng f: X — 5 là до được khi và chi khi 


В) є А với mọi tập Bore! B trong 5. 
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(b) Gia sử Y là một không gian mêtric và д: 5 — Y liên 
tục còn f : X — S đo được. Chứng tò rắng go f là một 
ánh xạ đo được. 

Bài O5. Cho (X, А) là một không gian đo được, +, 

X — R là các hàm số đo được còn Ф: R? — R là а 
hàm số liên tục. 

(a) Chứng tò rằng ánh xạ f : X — R? xác định bởi 
f(x) = (u(z),0(z)) mọi z Є X là đo được. 

(b) Hàm h(z) = %®(+¿(z),0(z)) là một hàm đo được từ X 
vào К. 

(с) Băng cách đặt Ф, (3, #) := £ + s, Ф (з, #) := t.s, hãy sử 
dụng các kết quả trên để suy ra rằng các hàm u + v, u.v đều ` 
đo được. 

[Hướng dẫn: 

(а) Chú ý kết quả: mỗi tập mở trong R2 là hợp của một số 
không quá đếm được các tập có dang Th x Г; (hinh hóp mó) | 
trong dó Д, T, là các khoang mở trong R (các hình hộp mở 
này không nhất thiết rời nhau từng đôi). 


(b) Để “hông minh h là đo được, hãy sử dụng kết quả Bài . 
O4]. 


Bài O6. Cho и* là một độ đo ngoài trên X và (E¿)xew С 
Р(Х) sao cho 


*(Ex) < +оо. 


[8 


> 
| 


1 


Gọi А là tập gôm tất cả những T € X sao cho т thuộc vào 
một số vô hạn những tập Er cua họ nói trên, 


(a) Chứng tỏ răng А = A U Ek. 


(b) Chứng tỏ ráng * A = 0 Từ đây suy ra rằng A là u*-đo 
được. 


Bài O7. (Dầy đủ hóa một độ đo) Giả sử (X, A, u) là 
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không gian độ đo với А là một ơ-đại số. Gọi 


А = {2 є Р(Х) | ЗА ғА» e€ А.А: C Z C А», 
và (4a N A1) = 0}. 


Khi đó, với mỗi Z € А’ đều có А, A; € A sao cho Ai C Z С 
А» và и(А» N А) =0. Ta đặt /Z = pAı. Chúng tỏ răng 

(а) A' là một с-да: số, 

(b) ø là một độ đo trên A’, 

(с) p’ là độ đo đủ và p’ là một mở rộng của p lên A’ và 

(d) (Х, А’, ш) là mở tộng đầy đủ tối tiểu của (X, А, u) 
theo nghĩa: Nếu (Х,У, и) là một то rộng khác cua (Х, А, u) 
và v là độ đo du thì A' C E và Va = TẾ. 

Bài O8. Gọi N là tập các số tự nhiên và A= P(N). Xét 
hàm tập и: A — R định nghĩa bởi: 


' Т nếu А có п phần tử , 
u(4) = | “арбан. 
+оо nêu À vô hạn. 

(a) Chứng minh и là một độ đo ơ-hữu һап trên А. 

(b) Hãy chi ra.trong không gian độ đo ( N, A, u) một dãy 
(An)u С A sao cho А, D A: D Аз О --- D An 2 --- nhưng 
UnAn) # lim pAn. 

Bài O9. Gi; sử X la môt không gian mêtric mà họ các tâp 
mở tạo thành môt ø-đại số. Hãy xác định họ các tập mở của 
không gian này. 

Bài O10. Già sử L. А, р) là một không gian độ đo và 

и Ú ( A Pe < lim pAn. 

k=l nak n — Oc 


(ii) нп (У Aa)) > dim pAn néu и U An) < оо, 
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(iii) Giả sử thêm rằng 


R Ajs чид ҮК «se, 
Tá ) ЛА В ма pl U А») „ы 
Hãy chứng tỏ lin pAn tón tại và lim pÅ, = uB. 

Bài O11. Cho ¿” là một độ đo ngoài trên X. Giả su 
tap À C X có tính chất: với mỗi є > 0 tồn tại một tập и*-йо 
được E sao cho *(AAE) < e. Chứng minh răng tập А là 
u*-đo được. 

Bài 012. Cho (En)n là một dãy các tập con đo được 
Lebesgue của [0.1] thỏa mãn lim En = 1. Chúng minh 

Tl — Сю) 
ráng với moi о < 1, tồn tại một dãy con (Ea,)¿ С (E„)„ sao 
: ос 
cho HỆ O En) > а. 


Bài 013. Gia sử f: [0,1] — R là hàm số hữu han và đo 
được (L). Chứng minh tón tại duy nhất số ao sao cho 


o | 
и({х= € [0,1] | /(т) > ao} ) >25 và 
и({= € [0.1] | f(z) > а}) < 

khi ao < a < сс. 

Bài O14. (Định lí Steinhaus) Chứng minh rằng nếu А C 
R là tập đo được Lebesgue và 4E > 0 thì 0 là môt điểm trong 
của tập А — А, trong đó А ~ А = {т-у | т,ує А). 

[Hướng dẫn. Sử dụng Bài 4.5 để có K с A, U >К, mở 
và K compact sao cho  < 24K. Gọi ó = d(K,R\ U) > 0 
thì (—á, ó) C (A. -А).] 

Bài O15. Cho (Х,У) là một không gian đo được, f.: 
X—¬RwàY= fF HRI Khi aó, f là đo được khi và chi khi 
f l1((—oo)) € X, f l([oo)) € X và f là đo được trên Y. 
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Bài O16. Giả sử (ƒ„)„ là một dãy các ham đo được hội 
tu theo độ đo về hàm ƒ trên А. Chứng minh rằng (ƒz)z là 
dãy cơ bản theo độ đo, nghĩa là 


Ме> 0, lim {тє А | |fe(z) — f,(z)| > е} = 0. 


Bài O17. Giả sử (fk)k là một dãy các hàm đo được trên 
A với giá trị trong R, thoả mãn điều kiện 


Ve>0, lim pfr EA | |ƒk(z)— ЛС) > e) =0 


Chứng tỏ rằng khi đó tồn tại một dãy con (ƒ¿,)¡ của (ƒx)k 
sao cho (ƒz,); hội tụ h.k.n. trên À về một hàm có giá trị hữu 
hạn và đo được trên А. 

Bài O18. Giả sử (X, A) là một không gian đo được, А € A 


và f: А — R. Khi đó f là A -đo được (trên A) khi và chi 
khi 


(i) f! ((—co)) € A và f '((+oo)) € A, 

(ii) f-1l(B) € А với mọi tập Borel B trong R. 

Bài O19. Cho f : R — R là một hàm khả vi. Hãy chúng 
tỏ rằng đạo hàm f' cua nó là một hàm do được (Borel hay 
Lebesgue). 


Bài O20. Giả sử ó : R — R là một hàm sao cho R| f(x) > 
а] NR € B(R) với mọi а € R. Chứng tỏ rằng nếu f: A— R 
là một hàm .Á-đo được thì фо f: А — R là hàm A-do được. 


Bài O21. Cho (X,.4) là một không gian đo duoc, A € A 
và ƒ,g: A — R là các hàm đo được. Gọi h,k, l: A— R 
là các hàm xác định lần lượt như sau, z € А, 


теу nëu f(z) € R\ (0), 
h(x) ¬ Bo nếu f(z) = 0, 


8: nếu f(t) = +оо, 
В nếu (х) = —œ, 
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(х) +9(2) nếu ƒ(z) + g(x) có nghĩa, 
В , tất са các trường hợp còn lại, 


(т) = | ƒ(z).g(z) nêu ƒ(z).g(z) có nghĩa, 


p các trường hợp còn lại, 
trong đó 3, 8_, 8. là các số tuỳ ý và cố định thuộc R. Chứng 
tó răng h, k,l là các hàm đo được trên A. 
Bài O22. Cho f : R — R. Giả sử rằng tồn tại C > 0 
sao cho 


[ƒ() — РУ) < Cle — y| với mọi z, y € R. 


Chứng tỏ rằng nếu A C R và pA = 0 thì ¿(ƒ(4)) = 0 (u là 
độ đo Lebesgue). 
Bài O23. Giả sử f : R — R là hàm thỏa mãn điều kiện 


f(z +y) = f(z) + f(y), với mọi z,  € R. 


Chứng minh các khẳng định sau: 

(а) ƒ(rz) = rf (z) với mọi z € R và mọi r € Q. 

(b) Nếu f bị chặn ở trên một khoảng nào đó thi f liên tục 
tại 0. 

(c) Nếu ƒ liên tục tại một điểm nào đó, chẳng han, tại 0, 
thì f liên tục trên R. | 

(d) Nấu f liên tục trên R thì f(t) = ат với moi z € R, 
trong dó a = /(1). 

(е) Nếu f là hàm đo được Lebesgue thì f(z) = ат với moi 
TER. 

Bài O24. Cho X là một không gian mê tric đầy đủ và 
kha li, р Іа độ đo hữu hạn trên с-да! số Borel B(X). Chứng 
minh rằng với mọi số dương є, tồn tại tập compact K с X 
sao cho u(X N K) < є. 
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Bài O25. Cho (X. M. p) là không gian độ đo VỚI M 
là môt с-да! số. Gọi T là một tập không rồng cua ә và 
to = sup T. to é Т. Giả sử (А,):єт là một họ tập hợp thuộc 
M sao cho Ay C А, nếu t < t. Chứng minh гапд 


Š \ = lim u(4;). 
YA еМ và и( ы Al) lim HA) 


Bài O26. Cho không gian độ đo (X, R, и). Với một tập 
hợp bất kì A C X, ta đặt 


B (A) := Р (В). 


inf и 
CBER 
Chứng minh гапр 

(а) и" là một độ đo ngoài trên X và 

(b) "| = има R chứa trong ø-đại số các tập и*-йо được. 

Bài O27. Chứng minh rằng hai hàm số liên tục trên một 
khoảng mở của R là tương đương đổi với độ đo Lebesgue khi 
và chỉ khi chúng bằng nhau tại mọi điểm của khoảng đó. 

Bài O28. Cho hàm số ƒ: А — R đo được trên tập hợp 
A. Chứng minh răng hàm số 


a nếu (т) < a 
Йу) = 4 ƒŒœ) nếu a < (е) < b 
b nêu f(r) > b 


đo được trên A. 


Bài 029. Gia sw f là hàm số đo được Lebesgue trên ` 
đường thắng thực. Chứng minh rằng tồn tại một hàm số g đo 
được Borel sao cho f(x) = g(x) hầu khắp nơi. 

Bài ОЗО. Giả sử (fn) và f là những hàm đo được trên tập 
А và fn > f. Chứng minh rằng nếu f(r) Z 0 và f. (z) #0 
với moi z € À và mọi n € N thì 1/ƒa > 1/ƒ trên A. 
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Bài 031. Giả sử f, fi, ƒ¿,... là những hàm số đơn điệu 
trên khoảng mở I c R và fa hội tụ theo độ đo (L) về ƒ trên 
: Chứng minh rằng f, (z) — f(z) tại mỗi điểm liên tục của 
Bài 032. Cho (X, М, u) là một không gian độ do và А 
là họ tất cả các tập con đo được của X có độ đo hữu hạn. 

(a) Chứng minh ràng A là một nửa vành. 

(b) Ta định nghĩa quan hệ ~ trên A như sau: A ~ B nếu 

(AAB) = 0. Chứng tò rằng ~ là một quan hệ tương đương 
trên А. 

(с) Gọi D là tập hợp các lớp tương đương của А. Nếu 
А € А, ta kí hiệu А là lớp tương đương của А trong D. Với 
А,В e D, đặt d(A, B) = и(ААВ). Chúng minh rằng (D, a) 
là một không gian mêtric đầy đủ . 

Bài ОЗЗ. Cho (X, S1 n) và (X, S2, рә) là hai không 
gian độ đo. Chứng minh rằng цу Và tạ cùng sinh một độ đo 
ngoài trên X nếu và chỉ nếu ш; = 215, Và Hạ = HI |5 

Bài 034. Cho (Х, 5, т) là một không gian độ đo với độ 
đo т là ơ-hữu hạn, Š là một nửa vành và gọi и là thác triển 
tiêu chuẩn của т lân с-да số L các tập m*-do được. Già sử 
У, cũng là một тга vành sao cho Š C > C £ và v là một độ 
đo trên У. Chứng minh rằng nếu v = т trên Š thì v = m* 
trên 2. Từ đây hãy suy ra răng mở rộng tiêu chuẩn и là то 
rộng duy nhất của m thành một độ đo trên L. 
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N ° «Ж» р Fo А 

D. Bài giải, Hướng dân 

1.1. Độc giả tự giải. 

1.2. Hướng dẫn. Gọi 

S={BCS|ƒ/"'(B) € A}. 

Chứng minh rằng 5 là một т-да! số. Từ đây dễ suy ra được 
răng B C 6. 

1.3. Độc giả tự giải. 

1.4. Độc giả tự giải. 


1.5. 
Đặt En = Ån \ О? А;. Khi đó dễ dàng thấy räng C = 


U F: = О En. Ngoài ra, theo Bổ đề 1.2.4, với топ € N, 
tồn tại hữu ы сас Ст, Cna,..., Cak, Є R sao cho Cnk П 
Cn; = 0 khi j Z К và Ü Cn; = E„. Như thế 


Họ (Caz)nzew là họ tập cần tìm. 

1.6. Hướng dẫn. Dễ thấy rắng BN А = Ù D; và các 

i= 

tâp D, rời nhau từng đôi. 

1.7. 

(a) Hiën nhiën. 

(b) Già sử R là một vành đơn điệu và (Áa)neN C R. Та 
sẽ chứng minh răng. о Án Є R. 

Với топ € N, "ë. Б = Ü Ai. Khi đó vì R là một vành | 


nên ta có Bn € R, Bn С В, với mọi n € N và U В, C А. 
ъ= 
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Mặt khác, nếu z € А = U An thì có nọ € N để z € Ano 


và do đó r € Bn. Vậy z € U Ba. Tức là A = О Bn. Vi 
(Bn)n là dãy tập thuộc R, dan điệu tăng và R là daù điệu 
nên А = О Bn € R. Vậy R là một ø-vành O 


1.8. Độc gia tự giải. 

1.9. 

Rõ ràng X E А và А đóng kín với phép lấy phần bù. Già 
sử (Áa)neN C 4. Nếu mỗi А, (n € N) đều không quá đếm 


được thì А = kí Ал cũng không quá đếm được nên А € А. 


Nếu ngược lại, xã một tập Ap nào đó không dëm được thì A£ 
(phần bù của Ak trong X) không qúa đếm được. Từ đây ta 
được 

A°= ( U Аа) = ñ AE c A£. 


Do đó À“ không quá đếm được hay А € А. Vậy A là một 
ơ-đại số. 

Gọt Š là ơ-đại số sinh bởi họ tập ({z})xex. Khi đó S sẽ 
chúa mọi tập hợp không quá đếm được và do đó cũng chứa 
mọi tập hợp con của X có phân bù không quá đếm được. Vậy 
Š D Ата Alà một ø-đại số nên А = S. Ta được điều phải 
chứng minh O 

1.10. 

(а) Rõ ràng rắng £, C B(R) nên nếu БО! A là ơ-đại số 
sinh bởi ế thì A C B(R). Ngược lại, mỗi tập mở trong R 
đầu là hợp của một họ hữu hạn hay đếm được các khoảng mo 
đôi một không giao nhau nên А chứa họ các tập mở trong R. 
Do э А D В(К). Vậy ta được А = B(R), là điều phải chứng 
minh. 

Các Câu (b) - (1) có thể được chứng minh tương tự D 
i 2.1. Phép chứng minh là đơn giản, xin độc giả tư tiến 
ảnh. 
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2.2. w" 
оо 
(1) m( U Ái) < Y mA, =0. 
t= ti 
(ü) Nếu An B =0 thì 
m(AU В) = тА +mB = тА. 
Nếu AnB z 0 thì AUB = AU(BNA) (để ý АП(В\А) = 0). 
Vì R là nửa vành nên có 
| k 
C\,C¿,...,Cc ER, Ơn; =0 và Ú = В\А 
Hơn nữa, vì C; С B nên тС; < mB = 0. Мау тС; = 0 mọi 
¡=1,2,...,È. Như vậy, AUB = AU( Ù С) và vì АПС; = 0 
VỚI mọi ? nên О 
k 
m(AU B) = тА + X mCi = тА. 
;=1 


Tương tu như vậy, ta có thể biểu diễn 
k 
A\B= U Ci, CER, ¿= 1,2,..... k 


và GN C; = 0 nếu å Æ j. Do đó (để ý B n C. = @ moi i) ! 
k 
A = BU ( Ù Ci) và 


k k 
тА = тВ + Y mC; = Y mC; =п(А\ D) O 
i=l i=l 


2.3. Chúng ta chi còn phải chứng minh m là Ø-công tính. 
Cho " 


(Aa)neN C R, A; ПА; = 0 nếu iZ ;y và À = Ü Án ER. 
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(а) Giả sử điều kiện (i) thoa тап. Đặt 


В, = A), В, = ОА, n € N. 


Khi dó 


B. C Bay) với moi n € N và A= Ú B, € 


Do đó theo (ii) và tính cộng tính của m ta được 


nie Demie Ja ей BÁC D 


tal 
(B) Dễ thấy rằng nếu có môt i € N mà mA; = +оо thì 


(ж) đúng. Giả sử rằng mA; < +оо với mọi i Є N. Với các 
tập Bn định nghĩa như trong (a) thì 


0=A\ Ü B, = А 


trong đó, Cn := AN Bn, n € N. Để ý rằng Cn D Сл với 
mọi n. nên theo già thiết (ii) 


dim MEn = lim п т(А\ В) = 0. (**) 
Mặt khác, với moi n € N, Б 


=} тА; < +>. Từ dây, 
Hạ C À và.tu tính cóng tính cua m Жа suy га 


(А\ Bn) = тА – mB, với mọi n € N 
Bây giờ (жж) cho 


tì со 
m A = lim m B, = lim ` тА; = › In А, 
п —* OQ fl — QQ | | 

ial i=l 
11-CDLVBTHT 
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chính là (+) O 
2.4. | | 
(а) Đặt В, := A1, Bn := Ал+! v.a, = 2,38,.... Khi 
đó với mọi n Z n’ thì В, N Bw = 0 và 


r 


Từ tính ơ-cộng tính (và do đó cộng tính) của и ta được 


pA, = У pB; pA = »_uB,. 


i=l i=l 
Vậy lim u(An) = (А). 
(b) Giả sử pA, hữu hạn (trường hợp còn lại đề nghị người 
đọc tự chứng minh). Để ý rằng 


J = А, Vv A = А, \ ПА, == О (А, Xin) = Ú (Bn) 


với Bn := A) N Аъ, n € N. Dễ dàng nhận thấy dãy (B„)„ 
là dãy đơn điệu tăng, nghĩa là В, С Ba41 với moi n € N. 
Ngoài ra, vì (4i) hữu hạn nên | 
u(B) = щ(А\)—ищ(А) và n(Bạ) = и(А,)—и(А„) với moi n. 
: Từ đây và (а) ta có 
p(B) = (Ау) — щ(А) = lim (В) 

= (u(Ai) — А(Аа)) = (А1) — „Шт (Ал). 


lim 


Kết luận ở (b) được suy ra từ các đẳng thức này và giả thiết 
HA, hữu hạn O | 
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2.5. 
Đặt В| := А, và В, := An \ Ån-1ı với п > 2. Khi đó 


оо "= ; Г 
А = U Bn, Bạn Bw = 0: với mọi nÆn. 
їз = i 
Theo Bổ đề 1.1.15, 
К, 
Dạ = U Cni» Съ Є 7, Съ. П Сл =Ø км? Z J- 


Dê ý rằng với mỗi n € N, 


f К 


Ё F Кн | 
А, = Un=1 Ва = U,.- 1 Ыг: Съз, тА, = 2 | Š TỚI; 
n=] 7=] 


vì rõ ràng là Ci; N Cip = 0 khi (i, j) # (i, 7). Từ đây ta có 


mA = Š `[Š `mC,,] 


n=l j=l 


f k, 
Жыз, 2 Gal 


n=l j=l 


= Дт mA;. LÌ 


— 00 


2.6. Độc gia tu giải. 
2.7. Hướng dẫn. Hãy xây dựng một tập B € R sao 
cho E C B và uB = 0. 
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2.8. Hướng dẫn. Để ý ANB € R và А\(АпВ) = о С, 
với С, n C; = 0 nếu i Z j và C, € R với mọi i. 
2.9. Hướng dẫn. Xem phần đầu của phép chứng minh 
Bài 3.3. 
2.10, 
Rõ ràng là m. > 0 và m(0) = 0. m là hữu һап vì 


m(E) < m(X) = > Àm(X) < +оо. 


1:= ] 


Hơn nữa, nếu (Ek)ken là một dãy các phần tử của B, rời 
nhau từng gối một và Ë = 02 I Ek € B thì với mọi n € N, 


rn, (E) = E Mn Ek. Do đó với moi N € N, 


Е. chà N со 
2 ma E = X Nm, (E) = Š An 3 ` m, Ex. 
n=l n=l n=l k=1 


Cho N — оо ta được 


т(Е) = У D Алт, Ek = Ута, 


n=] = 1 


Vậy m là một độ đo hữu hạn trên З D) 


2.11. 
Gia sử Ai, A2,..., An là các tập thuộc S, rời nhau từng 


п 
đô: một. Đặt А = Y Ai. 
= 
Nếu với mọi i, 4; đều là tập hữu hạn thi А cũng vậy và 


ta có " 
Y ` HA, = КА = 0. 
i=l 
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Trái lại, nếu сб ¿o sao cho 4;„ là đếm được thì А cũng là tập 
đếm được và do đó, 


t() 


п 


> ` nA. = иА = oo. 


i=l 


Để chứng tò u không là ø-cộng tính, ta hãy lấy tập số tự 
nhiên N. Ta có N = О {п}. Tuy nhiên 
TL 


S`u({n})=0<„N=+eo O 


r= 1 
2.12. Та lưu ý rằng nếu А là một tập đếm được và 
E > 0 thì với mọi song ánh o: N — N, tổng của các chuỗi 
> ƒ(Zø(„y) luôn là một số không đổi (số này được kí hiệu l 
> f (z)). 
TEA 
Rõ ràng (4) > 0 với mọi A € M. Gia su (Áa)n C М 
là một họ các tập đôi một rời nhau. Đặt A = О An. Nếu 
có một 4„ nào đó là tập không đếm được thì А cũng không 
фе 
đếm được và vì vậy и(А) = оо = У’ (Ар). Giả sử tất са 
k=l 
các tập An đều hữu hạn hoặc đếm được. Khi dó A cũng hữu 
hạn hoặc đấm được và 


= У) = > (У /(ж)) = 2 u(A,). 
TEA n=l] тєА„ n=l 


Trường hợp có những tập Án = 0, ta cũng có 


ЩА) = > и( Án). 


n=1 
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Vậy ¿ là một độ đo O 


3.1. 
Goi 


а = inf{ ` mA, | (А„)„ С R. A, ñ Am = 0 
п] 


nếu п Z п’, UA, D А}, 
TL 


ва (тл, | (An)n C R, UAn D А}. 


Rë ràng rằng a > Ø. Ta còn phải chứng minh a < g. 

Giả sử (A„)„ C R, UAn D A. Theo Bài tập 1.5, tồn tại 
(В) C R sao cho cặc tận Bm rời nhau từng đôi một và 
VỚI mõi m, Bm duoc chứa trong ít nhất một tập А„ nào đó 
và sao cho © Bm = b Аһ. Lúc này 


Từ 43у, a < p O 
3.2, 
Điều kiện cần là hiển nhiên. Đề chứng minh điều kiện đủ, 
lấy tùy ý E C X và ta sẽ chứng tỏ rằng 
(Бун sn А) + (Е п А). (*) 


Nếu и*(Е) = +> thì hiển nhiên (*) đúng. Giả sử р" (Е) < 
+ và є > 0 tùy y. Khi đó tôn tại (Е) C R với 


№. 
e e 
EC „У En va Y `n(E,,) < WE) + €. 


n=l 
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Khi đó (En) < +оо mọi п € N và ta có 
и“ (En) > и*(Е„ N А) + и*(Е„ п А) 


theo giả thiết. Từ дау, 


Ш(ЕПА) + "(Еп А) < 
<` ((Un En) N A) +" ((Un En) П А) 


< >u" (E, n A) + Y (E, П А°) 
n=l n=] 


< ) [u (En N A) + u° (En N AS)] 


Vi e > 0 tùy ý nên *(E) > u*(En А) + u*(En А) là bất 
đẳng thức (ж) mà ta phải chứng minh D 

3.3. 

(а) Trước hết ta chứng minh rằng nếu E), Eạ,..., En là 
các tập /:-đo được (tức thuộc L), rời nhau từng dôi ti - 


: | 
u(An [ Ü |) = Y m(AnE,) với mọi А С X. (*) 

= п=1 
Ta chứng minh (ж) bằng quy nạp theo n. Hiển nhiên (*) 
đúng khi n = 1. Già sử (ж) đúng với n. Ta chứng minh (x) 


đúng VỚI n + 1. Giả sử Pri уса кайа Ён là сас tập -do 
được, rời nhau từng đôi một. Nếu AC X thì 


n+l | | 
АП [О А] п Е. SAN Enti 
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An [Š E] A Ев, = An(UE-¡) 


Vi Enyi là u-do được nên 


(An [5 EJ) = (An ОЕ] nEua)+ 


+А(АП [© E] п Епъл) 


= "(А П En+1) + (Ап (U1 Ё)) 
n+l 


=) M (An Е;). 


(8) Bây giờ giả sử (E„)„ là một dãy các tập и-йо được 
và rời nhau từng đôi trong X. Ta sẽ chứng tỏ bất đẳng thức 
sau là đúng: 


OO кы — | 6 я -= ж ж 
ЩАП[О En]) = > HAN En) với mọi AC X. (**) 


n=l 


Trước hết а ý rằng AN ( Ü En) = О (AN En). Do đó bất 
đẳng thức 
“(Ап [ Ü Ea]) < 2 Pa NEn) với moi ACX 
y = 
được suy ra từ tính ơ-nửa cộng tính của u. 


Mặt khác, từ (ж) ta có 


S“u(An = (Ап [Y E) < (Ап [Ü ЕЈ) 


izil 
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với mọi n € N và do đó, 


со 
2 HANE) < u(An [ŠÐ gj) D 
i=l „= 

3.4. : 
Në А € £ thì chi việc chon E = A để có щ(А\ Е) = 
Ü < < với moi e > 0. 

Ngược lại nếu (ж) thoả mãn thì khi đó với moi m € N có 
En € L, En С A sao cho и(А\ En) < +. Đặt E = ОЕ, thì 
E € C và AN E C AN En với mọi n € N. Vì thể 


H(A\ Е) < n(A\ Ea) < : với mọi n € N. 
ш (A \ Е) = 0 và do đó, А\Еє Буа A= БО(А\Е)є 
l 


3.5. 

гч У có ` | # ы | | 

Đặt À = „У Ân уа lưu ý rắng AN В, = А, với mọi 
n € N. Do đó theo Bài 3.3 ta có 


ио An) =щАП [3 B.) = > H(A N En) 


n=l 


= 3 BA, o 


n=l 


3.6. Dëc giả tự giai. 
3.7. 
Theo đề bài (0) = 0 và (4) > 0 với moi А C X. Ta 
chi còn phải chứng tỏ џ là ơ-nửa cộng tính. Giả sử E e x 
và (En)n là một dãy các tập con của X sao cho E С § Bin 
n=] 
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ою ос 
Nếu Y u(E„) = +оо thì hiển nhiên là (E) < У (En). М 
n=l n=l 
22 аб „хм Р = 
thế ta gia sử ` u(En) < +оо và є > 0 là một số tùy ý. Khi 
ъ=] 
đó, do định nghĩa hàm и, với mỗi m € N có dãy (EE), C Z 
sao cho En C О Ek và 


УС (ЕЕ) < щЕ„) +2" 
k=1 
= ` l _ со OQ k * .x ^ . j +. m" ' 
Ró ràng rằng E C u о Е và vì thể lại do định nghĩa cua 
п=1 к= 
ц, ta CÓ: 


u(E) ) < YY ДЕ) < Y [u(E,) +24 


n=lk=l п=1 


М e > 0 tùy у nën 


.. ос 
(Е) < У ЩЕ,) D 
п=1 
3.8. | 
Từ định nghĩa độ đo ngoài m* và Bài tập 3.1, với mỗi 
n € N, tồn tại một һо (Cn¡);¿eN C R rời nhau từng đôi sao 
cho Cn = Ú С D Ама 

Сы 


- 1 
HỆ = > MOni < тА + ы 


i=l 
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Đặt А; = C\, Anr = Aa~-t G, n € N. 
Ró ràng theo cách định nghĩa thì Алуу С А, với mọi 
n € ЇЧ. Ta chúng minh А„ thỏa mãn có biểu diễn ở (ii). Rõ 
ràng Ay thỏa mãn điều kiện này vì А, = O) = Ü С„ với các 


Ca € R và rời nhau từng đôi. Giả sử 


оо - 
Ân—n = О An... Ал-—-14 ГҮ А-1; = 0, nều 1 = J 


Khi dó 
Án = An-1 RC, = (U А-а) n ( Ü Cn) 
= U Mn- NC) = Ú Dis, 


iJEN i jJEN 
trong dó Di; = An-14 NCnj Є R. Các tập Di; rời nhau 


tưng dôi (i,j € №). Vậy An cũng có dạng trong (п). Ngoài 
ra, 


Âu E L, АС An, Ån < ШС, < +оо với moi n. 


Vậy (An)n nghiệm đúng (i) và (ii). 
Nếu H = ПА, thì H € L, H D A, nH = lima nA, . 


Lúc này với moi n € N, 
ИГ xẻ T 1 
MAS A, СШС е m A >. 
11 


Cho n — оо trong bất đẳng thức trên ta duoc uH = т" A và 
(її) cũng đã được chứng minh D 
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3.9. 

Giả sử m* À < +оо và € là một số duong cho trước. 
Khi đó theo định nghĩa của m*, tồn tại (Pi)ien C Ж sao cho 
ОР, > А và 
1= 


Э mP; < m* À + є. 


i=] 
Đặt B = ОР, thì rõ ràng-là B э А, B € Z (vì Z là một 


đ-vành). Ngoài ra, 


со 
m.B < > mP, < m* À + є. 
i=l 
Vậy (a) được chứng minh. 
(b) Nếu m*A = +оо thì với mọi E € R, E D A ta đều 
có n* Á < m* E = pE. Do vậy pE = +оо và do đó, 
inf{uE | E € R, ED А} = +оо = m` A. 


Giả sử m*A < +оо . Nếu E € R, E D А thì do m* À < 
m* E = uE ta được 


тА< inf{uE | E e R, EDA}. 
Điều này cùng với kết quà ở (a) cho ta 
m*A =inf{uE | EER, E2 A). 


(c) Theo (a), với mỗi n € N, tồn tai В, є R sao cho 
B, D А và ; 
тВ, < m° À + = 
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Đặt С = ñ Bn. Khi đó Ce R, C 2 A và 


1 š | 
uC < В, < т*А + =, mọi л € N. 


Từ đây, Œ < m* A. Mặt khác, do А C C nën m* A < т*С = 
uC. Vậy uC = т*А O 

3.10. Dëc giả tự giải 

3.11. Hướng dàn. 

(b) Độ đo ngoài m* được xác định bởi công thức 

0 nếu Á =Ÿ 
m"A = | ич Ú, | 

: | nếu А # Q. 


(с) Hãy chứng tỏ rằng nếu AC X mà А Z X và A Z 0 
thì A không phải là tập m*-đo được. Kết qua là £ = Р. 

3.12. Hướng dẫn. Chứng minh tương tự như bài 3.9. 

3.13. Huóng dẫn. (b) Hãy chứng tỏ m*(K N E) = 0. 

3.14. Độc giả tư giải. 

4.1. Độc giả tư giải. 


4.2. Độc giả tự giải. 
4.3. Hướng dẫn. Già sử (A) =0. Với mỗi n € N và 


e > 0, tôn tại họ (А, ;);єм sao cho 


) CÓ 
оо I | е 
AC U Ani và 2-|Â»i < = 
i= 
Но {Aa¿ | n, ií € N} là họ phải tìm. 
/ 


4.4. 
(а) Thật vậy, không mất tính tổng quát (nếu cần thì sắp 


xếp lại các gian) ta có thể giả sử rằng Р, = (с;,с;+1), i = 
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1.2,...,k, Р = (a,b) và c+ 1 =a <c <: < ck+1 = b. Khi 
dó 


k 
Ў mP, = (со — с) + (сз — сә) + - - - + (сл — Ck) 


=] 
=b—n=rmnP 


ғ * Ж. i A ma k 
(b) Với mỗi k € N, theo Bổ đề 1.2.4, Р\ U P, = Ú C, 
i= 1=] 
với các C; € R và rời nhau từng đôi. Do đó Р = ( Ü P,)U 
Н i=] 
(Y G;). Theo chúng minh trên thì 


mP = S'a уто ER 


=] 1=] 


Vì k tùy ý nên từ đây ta suy га được điều phải chứng minh. 
(c) Để ý rằng nếu đặt B, := PN P, e R thì P = Ù В, 
Lại đặt Dị = B, và D; := В, \ D B, thì thì các В; rời nhau 
từng đi và Р = ор, Mặt khác, theo Bổ đề 1.2.4 thì với 
mỗi у = L2 sak, D; = ОЕ; trong đó các tập Е; , thuộc 


R và rời nhau từng đôi một. Dễ thấy răng lúc này các Dy 
j = 1,2,.. j l = 1,2,...,15 cũng rời nhau từng đôi một và ta 
có P = U; Ei. Theo chứng minh trên thì 


mF = С = Sah, < ng, <У`ар, 


j=l 1=1 j=! j=l j=l 


(дё y ráng D;C EB; СР; пёп mD; < mB; < mP;). 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
175 


(а) Вау giờ giá sử Р, Р, E R, í € N, Р; n P; = 0, nấu 
i Z j ма P = ОР, Та sẽ chứng minh rằng 


о0о 
тР = Уу nhị. Ге) 


Vì với тої n. € N, ta luôn có ОР, С Р nền theo nhận 
i= 
¬" `... | = 
xét © trên, у mP; < mP. Do đó У` mP; < mP. 
t=Ì 1=] 
оо 
Та còn chứng minh У) mP; > mP. Nếu tồn tai k є N 
i=1 
mà mPk = +oo thì bất dáng thức trên đúng. Do đó ta có thể 
gia su mP; < +оо với mọi i € N. Hai trường hợp có thể xảy 
ra: 
(a) mP < +оо (tức Р là một gian bị chặn). Với € > 0 
tùy ý, chọn đoạn đóng P' C P sao cho mP < mP' + 5 và với 
mỗi i € ЇЧ, chọn khoảng mở P’ sao cho P! D P; và 


d 
mP: < mP, + — T БҮ 
Các khoảng mở (P!);ew lập thành một phủ mở каш tập com- 
pact P’ nên phải có hữu hạn khoảng mở P“.---, P! còn phủ 
Р". Khi đó theo nhận xét ở trên ta có 
Ё со 


mP < mP' +; PSPTN 


i=l 


< S тг +Y oi +5 = Уут, + e. 


==] I=} 
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со ` 

Vì € > 0 tùy ý nên mP < У) mP; và trường hợp пау (+) được 
i=l 

chúng minh. 

(8) mP = +оо. Với mỗi số N > 0 tùy у, chọn gian. 
đóng (bị chặn) P’ c Р sao cho mP’ > N. Chọn các gian mở 
Р! > P; như ở (a), ta được mP’ < У) тР; và 

| i=l 
€ 
/ тул. Ê 
N<mP «сочтет 
Vì М, є tùy ý nên ta được У mP; = +оо = mP, chính là 
i=1 
(*) 
4.5. Đặt 
a = inf{u(G) | G mo, GD E), 
В = sup{u(F) | F đóng, F c E) và 
y = sup(u(K) | K compact, K c Е). 
Tà có y < B < m" (E) < a. 


(a) Già sử e > 0. Theo Định lí 4.1.7, tồn tại tập mở G D E 
sao cho m*(G N E) < e. Do đó 


m* (G) = m°(EU(G1 E)) < m* (E) +m*(G\ E) 
< M(E) + e. 


Như vậy, a < m* (Е) +e. Vì € > 0 là tuy y, ta có a < m* (Е). 
(b) Câu (b) được chúng minh tương tu như câu (a). Xin 
độc giả tự kiểm chứng chi tiết. 
(с) Giả sử e > 0. Theo câu (b), tồn tại tập đóng F C Ë 
sao cho u(E) < (F) +e. Với mỗi n € N, gọi 


In = [—n,n] x -x [—n,n] C RË và К, = I, ПЕ. 
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Thể thì Kn là tập compact, Kn C Kn41 C F với moi п € N 
và đồng thời Ƒ = О Ка. Do vậy 
n=l | 


u(F`) = Хт (Ka) < + 


và ta có (Е) < y +e. Vì € > 0 là bất kì nên ta được u(E) < 
т LJ 
4.6. 
(а) Giả sử z, € [a,b], z < y. Khi đó ta có 
F(=) — ƒ(w)|_ = „(Anta,v]] — u(An [a,z]) 
< (Ап [а,у]) N (AN la, т] 
| = ШАП [2,у]) < |z — yl. 


Do đó f liên tục trên [a,b]. ж 
(b) Nếu A là tập bị chặn thì tôn tại đoạn [a,b] để А с 
[а, 0]. Với hàm số f xác định ở câu (a), ta thấy Ра) = 0 
và f(b) = ЩА) = p > 0. Do f là hàm số liên tục nên có 
To € [а,Ь] sao cho ƒ(zo) = q. Đặt B = Ап [a, To] thì B là tập 
cần tìm. 
Trường hợp А là tập không bị chan thì ta biểu diễn 


А = О (An [—n,n]) = ОА, 
п = n= 


trong dó An := АП (п, п]. Ко ràng An С Алу và do A đo 
được (L) nên An đo được (L) với mọi n € N. Vậy 


Лт H(Áa) = ЩА) = p > q. 


Ои này kéo theo tồn tại n € N sao cho и(А„) > q. Do А, 
bi chšn nën theo chúng minh trën, tën tại tập B do duoc (L) 
mà BC An C Avi (B) =a. О 


!2-CĐLVBTHT 
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Cử sử А c R à a,b là các số thực. Trước hết, ta có 
nhận xét 

ÁC Од, <> A+b€ U (An + b). 
Nếu Д,, là một gian của R thì 

| тт” (An + b) =m (A) = А, |. 

Do đó m*(A + b) < m*(A). Từ đây ta lai có 

m° (A) = tm"|(Á +b) — b] < m*(A + b). 
nghĩa là m*(A + b) = m* (A). Hơn nữa, các bất đẳng thức 


bn(A+))=b+(E-b)nA và 
bfn(A+b)“=b+(E—b)nA° 


cho 


т'(ЕП(А +0) +m°(En(A+b)°) = 
т* ((E ~b)n A) +m”((E — b)n A) +m*((E — b) n А). 


Do vậy, nếu À do được (L) thì 4 + b cũng đo duoc (L). 
Tương tự, 


со с сс | nh 
AC U A, < nÁ Є о Y, (Ân) nếu a #0. 


Lưu ý là тт (a A,,) = jam’ (An) với mọi gian A,n, ta suy ra- 
m” (aA) = |a|an* (A). Khi a Z 0, các đẳng thức 


EnaA = а((а7\Е)п A) và EN (аА) = a((a~'E)n А) 
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4.7, 
Giả sử А C R và а, Б là các số thực. Trước hết, ta có 
nhận xét 


АС Од, < А+Ьє О (4, + b). 
Nếu An là một gian cua R thi 
| m (A, + b) = rn" (An) = [ân]. 
Do đó m*(A + b) < m*(A). Từ đây ta lai có 
m*(A) = тА +b) — b] < m°(A + b). 
nghĩa là m*(A + b) = тп*( А). Hơn nữa, các bất đẳng thức 


ЕП(А+Ь) =b+(E-b NA và 
En(A+b)=b+(E-b)n^A: 

cho | 

т* (Ег (А +))) +m°*(E. (A + b)°) = 

m*((E — b)n A) +m*((E — b)n А) +m°((E — b) п А). 


Do vậy, nếu А đo duoc (L) thì A + b cũng đo được (L). 
Tuong tu, 


АІС ОД, «== аА є u Ú (aAn) nếu a #0. 


l п=] 


Lưu ý là тп*(аА„) = |п|т*(А„) với mọi gian An, ta suy ra- 
m“ (aA) = |а|тп* (А). Khi a Z 0, các dáng thức 


ЕпаА =u((a E)NA) và En(aA)° = a((a~tE)n A*) 
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5.12. Hướng dẫn. Không mất tổng quát ta có thể giả 
thiết tất cả các hàm fn hữu hạn trên А. Với a € К, gọi 
Ало == {т € À | |, (z)| > œ} và 


MO Wa 
Bna := {x E А | ——— > oj. 
ыа" аа 
Са sử є є (0, 1). Gọi ó là số dương sao cho 6/(1 + ó) = є. 
Khi đó В, С А, у (chú ý rắng hàm số 


Т. 


: 10, )— R, AT] = — 
e: [0, оо) Ке =. 





đơn điệu tăng). 
5.13. Độc gia tu giải. 
5.14. 
_ Già sử ngược lại rắng (ƒaøna)„ không hội tụ theo độ đo 
về fg. Khi đó tôn tại các số dương є, б và dãy con (ƒ¬, дһ.) 


' as | | Ё 
сиз dãy (fngn)n sao cho 


ис є А 117, (е) он (е) — ƒ(z)ø(e)| >) >6 (9) 
với mọi n € М. Vì fa, — f và 0n, — g nën có dãy con 
(Ља, Ine, )p của dãy (ƒn.0n,)k hội tụ h.k.n. vë fg trên A. 
Điều này mâu thuẫn với (*) O 

5.15. Từ bất đẳng thức 
fn()+øn(#)~ (f()+ø())| < |fa(œ)— f(z)|+|ø»(=)—g(z)| 
ta được, với mỗi є > 0, 
(z€ A| [ƒfa(z) + g" (z) — (ƒ(z) + ø(z))| > e) с 
{z € A| |#a() — ƒ()| > S) U (z € A| løa(z) — g(z)| > =} 


-a 
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Từ đó ta suy ra fa +9 — f +. 
Tương tu, nếu œ Z 0 thì 


(z € A| lafa(z)-af(2)| > e): = 
(z € A| |f«(z) — f(z)| > ai” 


Từ đây ta suy ra оў, — af. Phần còn lai xin độc giả tự 
chứng minh O 

5.16. Hướng dẫn. 

Лу — ft| < la - fl. fç — f | S #2 - Л và 
ТЫШЕЧ ЫІ! 

5.17. Độc giả tư giải. 

Bài tập ôn. 

O1. Độc giả tự giải. 

O2. - Độc gia tư giải. 

ОЗ. Độc già tự giải. 


O4. Hướng dẫn. Xem Bài tập 1.2. 
O5. Hướng dẫn. Xem Bài tập O4. 


O6. Hướng dẫn. Đặt А, = „U Ek thì 
=n 


n (A) < n° ( мат (Ek). 


k:=n 


O7. 
(а) Rõ ràng là А’ D А. Nếu Z € .А' thì có А.А € А 
sao cho A; с Z C Ao. Do đó 


Aç, AS € А, А\ AS = А;\ Ái và AS C Z° c AC, 
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Vậy, theo định nghĩa của А’, 286 А. _ _ 
`“ Gia sử Z, € A'n є N. Khi đó với то n € N, tôn 
tai An 1, Ån 2 € А sao cho Anı C 2а С Аар ма ША. + À 
Аһ) = 0. Đặt 


| =. 
Z:= Ú Za, A= Ü Am EA và Аз:= ОА Є.А. 
n=l n= =i 


Dë thấy rằng 
AiCZC44; và Аз \ А, = О (Аг N А„ 1). 


Từ đây, „(4a \ 4¡) = 0 và do đó, Z € А". Vậy A là mòt 
ơ-đại số. 

. (b) р’ định nghĩa như trên độc lập với cách chọn các tần 
Ái, А» € А (thỏa тап Ái C Z C À>, (4: \ 4y) = 0). thật 
vậy, giả sử 


А, các Аз, А,. Ás EA, {Аз \ A) =p 


Khi đó À> D Z D Аз và như thế, pÅ > pA = pA. Tương 
tự như vậy ta cùng có пА» > nA). Vay pAs = пд». 

Rõ ràng không âm và (6) = 0. 

Nếu (Z-)n là một dãy сас tập rời nhau của A’ thì khả 
đó sẽ tôn tại tương ứng dãy các tập А. 1. A... А4. Аз € А. 
n Є N thoả mãn các điều kiện như trong cầu (а). Vì các 12р 
Zn. п Є N rời nhau từng dôi nên các tập А, ,, п € N Cũng 
rời nhau từng đôi và do đó, 


л оо И | 
„(У Z.) = (А) = HẦU Ana) = Velna) = S 2 Zn 


Vày p’ là một độ đo trên A. 
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(с) Ró rang / là một mở rộng của и lên .A'. 
L3y Z € A' với 2 = 0. Từ định nghĩa ta suy ra tồn tại 
Аа € А, Z C 4a và pAg = 0. Giả sử rằng Z' c Z. Khi đó 


ÚC Z' c As, @0©,А„є А và {4a \ 0) = 0. 
Do đó Z' є A'. Vậy p’ là độ đo đủ. 
(d) Độc giả tự giải. О 
O8. Hướng dẫn. (a) Đây là trường hợp riêng của Bài 


2.12 với 
f: N — [0, оо], f(n) = 1. 


O9. Hướng dẫn. Với mỗi r € X, ta có 


r= ñ е. 2) 
n= т 


là tập đo được và vì vậy, theo giả thiết, {z} là tập то. Vậy 

họ các tập mở của X là P(X), tức mọi tập con của X đều là 

tập то. | 
O10. Huóng dàn. (i) Dë ý rằng 


[т Are П А, н TÍ Q. Cas 
n=l п=2 r= k 


và u( Й An) < иА„ với mọi k € N. 

п=к ; 

O11. w I 

Theo Bài 3.4, ta chi việc chứng to rằng với mỗi е > () tồn 
tại một tập *-đo được F C A sao cho *(Á \ Г) < є. Giả sử 
€ > D. Với mỗi số tự nhiên +, theo giả thiết, tồn tại tập и*-йдо 

L v ' > ` 

được En sao cho *(AAEn) с е:27", ОЗ E = N Enu thì 
E là џ*-до được. Do 


ENAC E, NA C АДЕ, 
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nên 
HÈ(EXA) < д"(АДЕ,) < є. 27" với mọi n € N. 


Nghĩa là д*(Е\ А) = 0 hay E NA là д*-йдо được. Điều này 
kéo theo tập hợp 


Е:= ЕПА = Е\(Е\ А) 
là ¿*-đo được. Cuối cùng, 


А\ЕСА\ЕСс О (AAE. 


nên 
— € 
A N T) < се = 
ССА В De ARGE 2. g e O 
012. 
ĐẾN Së = [0,1] \ En thì 


и(Е )=1—-и(Е„) 9 0 khi п — оо. 

ро đồ tồn tại dãy con (Ек, ), C (En)„„ sao cho 

= với mọi k€ N. 

Vậy 

иүп = loc[E,,) = p(l, 1] \ U Ens) = L—m( Ú E) 


co | 
=1 -Fain Ыг =a D 
k=1 
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013.. Từ điều kiện của bài tøán ta thấy răng ao nếu 
tôn tại là duy nhất. 
Với mỗi t € R, đặt 
Ar := (z € [0,1] | f(z) >t) và g(t) := (А). 
Thế thì А, C A, khi s < t nên p là hàm đơn điệu giàm trên 


R. Hơn nữa, 0 < ç < 1. Chú ý rằng f là hàm số hữu hạn, ta 
có 


š š Ë со 
„іт p(n) = lim g(Aa) = im p (П An) = д(й) = 0. 
Do đó có số tự nhiên k để p(k) < 1/2. Bây giờ ta đặt 


| 1 
5 := ER | ө(@) > с}. 
p là hàm đơn điệu giảm nên t < k với mọi t € E, tức là 
E bị chặn trên. Đồng thời, nếu t € E và s < t thì se E. 
Gọi ao := sup E, ta có ао € R. Nếu a > ao thì a є E nên 
pla) < 1/2. Mặt khác, ` 


Có 


оо | 1: 
ao = „П {т € [0,1 | ƒ() > ao — =} = T Aat 


Tt=l 


và lưu ý ao — 1/n Є E, ta suy га 


кор 


РГ" э И" 
и(аш) = lim и( N А-2) = lim (ао — =) Фе; 


n— oo 


Vậy số ao thỏa mãn các điều kiện đềra D 
014. Theo Bài tập 4.5, tồn tại tập K compact, K c А 
và tón tại tập mở U D K với 


и(0) < 2р(К). (ж) 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


186 MATH-EIDUCARE 


Dặt ó = /(K,R\ U) thì ó > 0 (xem Bài tập 4.8, Chương 1). 
Hơn nữa, f+ K C U khi |t| < б. Ta phải có 


(+ K)nK #0 khi || < 6. . (r) 
Thật vậy, nếu ngược lại thì Bài tập 4.7 cho 
2ЩК) = HỆ К) + (К) = n((t + K) U К) < (0). 
mâu thuẫn với (ж). Theo (**), nếu || < ó thì tồn tại r,y € К 


sao cho t+ rT = y và do đó, † = y -r € (K — K) c (A ~ A). 
Vậy (—-6,6) C (А-А) D 

015. Độc giả tự giải. 

O16. Độc già tu giai. 

017. Huóng dàn. 

Tồn tại dãy con (gn) của dãy (fn) thỏa mãn điều kiên 


(тє А | ləs(z) — ота) 2 27") < 27 
với mọi m > n. Đặt 
En := {т € A | lgay (z) — 9. (х) > 27" }. 
F, = ОЕ, và Е:= ñ F,. 


Khi đó u( F) = 0 và với mỗi điểm cố định r Е, tồn tai số tư 
nhiên k„ sao cho r £ Fa khi n > ky. Từ đó, nếu n > k, thì 


|Øn+p(#) Е gn(T)| < S ЧЕ к g,(.r)| < э 


т=п 


Điều này có nghĩa (ga()) là dãy cơ bản các số thực với mọi 
r F. 
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O18. 
Vi (а, +оо) € B(R) với mọi а € R nên từ (i) và (ii) ta 
Suy ra 
A[ f(x) > а) = ƒ~'((a,+eel) 
= (а, +œ))Uƒ~ˆ({+œ}) € A 


và f là A-do được. 
Ngược lại, gia sử f là А-до được. Khi đó, 


0-00) = [1 А[ 7) < —n] € А, 


n=l 


сю 
ƒ**((+s}) = ƒ] Af f(e) > n] € А. 
n=l 
Vậy ta có (i). Để chứng minh (ii), ta dštS := {S C R 7 (9) 
_€ A} và chứng minh rằng S là một o-dai số chứa mọi tập mở 
trong R và do đó chứa cả B(R). 
Rõ ràng rằng Ü € S và nếu SES thì 


f (RNS) = A\ [ f£ '(SJUf-1((+oo))Uf-1((—oo))] € А. 
Vậy Š đóng kín đối với phép lấy phần bà. Ngoài ra, nếu 
(Sn)n C S thì f-!( Ü Sn) = „Ө f (Sn) € A. Vậy S là một 
ơ-đại số. Bây giờ nếu (a,b), a < b là một khoảng mở trong 
R thì 
f  ((a.b)) = f '([—oo,b) N f l((a,+oo]) 
= A[ f(z) < bJ Nn A[ f(z) > a] € А. 


Do đó (a,b) € S. Do đỉnh lí cấu trúc tập mở trong R, moi 
tập mo trong R đều là hợp một số đếm được các khoảng mở 
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rời nhau nên Š chứa họ tất са các tập mở trong К và do đó 
chứa са с-да! số Borel B(R) O 
019. Hướng dẫn. Xét азу hàm (gn)n xác định bởi 


Fi 


gn() =n [f(z + =) — f(z), пє М. 


O20. 
Với mỗi a € R, ta có 
(фо f) !(la,+oo]) = f !(@ 1 ([a, +оо])) 
= fT? ((é 1(la,+oo]) п В) U A4 U A_) 


= f '(é '(la,+ooJ) N R) U fT (A+) U f 1(A_), 


ở dây A+} := {+оо} N Ф-{([0, +оо]) và A- := {—со}п 
p~: ([a, +оо]). Dễ thấy răng ƒ~!(A.) và ƒ~!(A_) thuộc А. 
Ngoài ra, vì é 1 ([a, +оо]) ПК є ö(R) (giả thiết) và f là A - đo 
được nên /-!(ф-'([а, +оо]) N R) є A theo Bài tập O18. Do 
vậy với mọi a € R, А фо f(z) > a] = (фо f) 1 ([a, +oe]) € A 
và nghĩa là фо f là А-до được O 

0O21. Hướng dẫn. Xem bài 5.3 

O22. Hướng dẫn. Trước hết hãy chứng tỏ răng nếu I 
là một khoảng mở bị chặn thì (ƒ(1)) < С.ш. 

O23. Hướng dẫn. 

(a) Cố định z € R, xét lần lượt các trường hợp r = 0, 
rEeEN, rEZ мат є 0). | 

(b) Không mất tính tổng quát, có thể giả sử ƒ bị chăn 
trên một khoảng (—«, є) nào đó. 

(c) Su dụng câu (a). 

(e) Hãy chứng tỏ ráng tồn tại một só п € N sao cho 
E = f '([—n,n]) có độ do dương. Sau đó áp dụng Bài tập 
O14 và Câu (b). : Ж 
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O24. Hướng dẫn. Gọi (Tn) là dãy điểm của X sao - 
cho (z, | n € NJ = X. Với mỗi n € N. gọi Bn, là hình cầu 
mở tam zi, bán kính 1/n. Lúc đó dãy (Ba¿);ex phủ X với 
то! n € N. Tôn tại số tự nhiên m, sao cho 


. Ma € 

их \ Y Bni) < O n+1 ' 
‚ ж» 106. My ар 

Gọi К = D. о Da thi K là tập đóng và hoàn toàn giới nội. 

025. Hướng dẫn. Tồn tại dãy đơn điệu tăng ngắt 
(ta) C T sao cho lim t, = to. Hãy chứng minh U А, = 
йн n—oo teT 
U A... Sau đó chứng tỏ hàm y(t) := (A¿) đơn điệu tăng 
trên T. 

026. Độc giả tu giải. 

O27. Độc giả tự giải. 

028. Hướng dẫn. Gọi 

@,: А — R, (+) = a, (z) = b. 

Khi đó y và ý là những hàm do được trên А. Vì g := 
max{œ, f) đo được và flo = max{g,} nên f|5 đo.được. 

029. Độc giả tự giải. 


_ 030. Hướng dẫn. Giả sử (1/ƒn)„ không hội tụ theo 
dâ đo về 1/ f trên A. Khi đó tồn tại các số dương e, ó và dãy 
con (fa„)k C (fn)n sao cho | 


кы s 
Оо fn, — f nên có dãy con (fns )p С (ƒa,)k hội tụ về f 


h. k. n., tức là 1/м„ —* l/ƒ h. k. n. Do (4) < со, 
1//„„„ — 1/ƒ, mâu thuẫn. 
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O31. Hướng dẫn. Giả sử ngược lại tồn tại rọ € J 
sao cho f liên tục tại ro và ƒ„(ro) không hội tụ vê f(zo). Khi 
đó tồn tại € > 0) sao cho với mỗi n € N, tôn tại т, > n để 
А. (20) — Ато) > є. Vì f liền tục tai zọ nên có khoảng mở | 
(To — ё. то + ó) C Í mà 


|ƒŒr) — f(ro)| < 4 Với mọi + € (то — 6, то + б). 


Gọi Im, := (z € I : |fm„(z) — ƒ(r)| > $}. Do fm, đơn điệu, 
ta luôn có |ro.7o + ó) C Im, hoặc (rọ — ó. то] C Im.. nên 
H(Im.„) > ó. Điều này mâu thuẫn với giả thiết f, —— f trên 
1. 

O32. 

(a) Việc kiểm chúng xin dành cho bạn đọc. 

(b) Các tính chất phản xạ và đối xứng là rõ ràng. Bây giờ 
gia зи A ~ B và D ~ C. Lưu ý là (АДС) с (AAB)U(DAC) 
ta có 


ЩААС) < (АДВ) + (ВАС) = 0. [*) 
Do до À ~ С. Vậy ~ là một quan hệ tương đương trên A. 
(c) Trước hết, ta chứng tỏ d(A. В) không phụ thuộc vào 
phần tư đại diện. Thật vậy, giả sử Ái € Å và B, € B. КЫ. 
đó (ААВ) С (АДА, ) О (А, ДВ!) о (в, ДВ) nên 
(AAB) < (АДА) + щ(А ДВ, ) + щВ, АВ) 
= ЩА, AB). 


Tương tu, и(А,АВ,) < (AAB). “зу 
щ(А,АВ\) = u({AAB) 
và d( À, B) khóng phu thuộc vào phần tử dai diện. 


_ Giả sử А,В,С € D. (+) cho bất đẳng thức tam giác 
d(A, Č) < d(A, B) + d(B, C). Các tiên đề còn lại xin bạn đọc 
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tư kiểm tra. Вау giờ ta chứng minh (D, а) là một không gian 
đủ. Già sử (An)n là một dãy cơ bản trong D. Khi đó tồn tại 
một dãy соп (A,n, )¿ C (А„һ)„ sao cho 


е : 1 
н(А„,., ДА,,) = d(Án,, 11 Ax.) < DRF’ КЄ М. 


` оо бо pa 7 
Đặt A = O CƠ An;) thi A € M. Bây giờ ta cô định k. Với 
lưu ý AC U An, = А U [Ú (A,,,, \ А„,)], ta có 


ЩА) < H(Aa,) + У (А, \ An) 


i=k 


1 
< n (A,,, ) + ” 2i+1 = ША) + 2k < œ. 


1=È 


Do đó À € D. Hơn nữa, 
B(A N As.) < Шо (Anii N Ал,)] 


`. Ал; N Ax.) <s =a = ЕР. 
i=k =k 

Măt khác, nêu т € đa, NA thi r € А,, và г é А = 
ТАБ Ú Аһ). Do đó tồn tai số tư nhiên m > k để г Z А, 


DO 
với mỗi ¿ > m. Ta suy ra r € U (4u, N А„һ,,,) và vì vậy 
t=k на” 


А.д Ú (An; \ 4z,.,). Từ đây ta có 


° 3 
lAn, \ A) < У Аа V А„,) = 2, 21+1 т Ы 
1—1 = 4 
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Vậy 
4(А„һ„, А) = (An, AA) 
= АЛА) + (А, \ А) S т. 


Vì điều này đúng với k € N bất kì nên ta suy ra d(Ån,, А) — 0 
khi А — со. Vậy d(Áa, А) — 0 khi n — oo và (D,d) là một 
không gian mê tric đầy đủ О 

O33. 

Điều kiện cần là rõ ràng, ta chi chúng minh điều kiện đủ. 
Giả sử  = dạ trên Sı và uạ = ut trên $. Xét tập A C X 
bất kì. Giả sử (An) C Sı và А C Ú An. Theo tính chất 


с пиа cộng tính cua độ đo ngoài ta có u$ (А) < ` ta (An) = 


Со 
3 и\(А„һ) nên (4) < дї(А). Hoàn toàn tương tự, ¿†(Á) < 
nal 
(А) và do đó, дү(А) = p3(A). Vì А C X là bất kì, ta được 

s: = ру D 

034. | 

Gọi и" là độ đo ngoài sinh bơi ( X, E, >) và P là thác triển 
tiêu chuẩn của u lên ơ-đại số các tập v*-do được È. Để ý 
rằng vì Š C E nên F(S) С F(E) (Z(S), F(E) là các о-да! 
số sinh bởi Š và У tương җа, và do đó u = р trên F(S). 


Giả sử А C X và (An)n C 6 sao cho A C Ú An. Vì m. 


và trùng nhau trên 5 nën, 


(A) < У 1°(4a) = Y u(An) = Y т(А,) 
n=1 n=] n=l 


Điều này chứng tó răng v* (A) < m*(A) với mọi A C X (thực 
ra điều này có thể thấy ngay từ định nghĩa của độ đo ngoài và 
о С. EN 
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Bây giờ gia sử А € E và m*(A) = pA < +оо. Та sẽ 
chứng minh rằng т*( А) < и(А). Lấy tùy ý e > 0. Theo định 
nghĩa của m*, tồn tại (An)n С 6 sao cho А C ОА, và 

n= 
оо 
2, m(Áa) < m*(A) +. Đặt B:= U An. Khi đó B € Z(6) 
và m*(B) < m*(A) + є hay и(В\ А) < є. Để ý rằng (theo 
trên) "(BY 4) < m*(B\ 4) = ш(В\А) = (В) = p(À) < є. 
Do đó, 
m"(Ä) = pA < uB = P(B) =PA+p(B\A) = 
| =1ứA+u(B`\ A) < uA+c. 


Vi e >0 tùy ý nên ta được m* À < vA. 

Trong trường hợp m* А = +оо, vì m là с - hữu hạn nên 
có họ (Xn)n C Š sao cho X = О X, và mn(Á„) < +оо mọi 

r= 

n € N. Để ý răng ta có thể chọn các X„ sao cho chúng rời 
nhau từng đôi (xin độc già hãy tự chứng minh điều này). Bây 
giờ gia sử À € E (và т*А = +оо). Khi đó, theo trên thì 
m*(Xn N A) = „(ХП А) với mọi n € N và vì thế | 


m* À = ША = „(О [Xn П AJ) = > H(Xa ПА) 


= ÑO v(Xa n A) = v( Ü [Xa N A]) = vA. 
n=] Ë 


Phân còn lại là hệ quả trực tiếp của điều vừa chứng minh O 


!3~CÐLVBRTHT 
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Chương 3 


TÍCH PHÂN LEBESGUE 


| r “ v2 / ж 
А. Tóm tắt lí thuyet 
$1. KHÁI NIÊM TÍCH PHÂN LEBESGUE 


1.1. Tích phân các hàm đơn giản không âm. 

Ta sẽ kí hiệu gi là tập tất cả các hàm đơn gian không âm 
(đo được) trên А € A. Giả sử f € SZ thì f có thể được biểu 
diễn dưới dạng 


ƒ(œ) = D aixa. (т), TEA, (1.1) 
ti 


trong đó các số a; > 0, các “tập А; do được, rời nhau từng 


đề. mốt..? = 1,2, зма ОА; = А. 


1.1.1. Định nghĩa. Tích phân của hàm đơn giàn không 
âm. f trên А theo độ đo u, kí hiệu là Jat (z)du(z) hay 


f, ƒ(z)du hay gọn hơn J, fdp, là số > œ;¡I_Ò;. Vậy 


J. ƒ+)du := > G; Ai. (1:2) 
t=Ì 


Rõ ràng rắng nếu pA = 0 thì F faun = 0. 
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1.1.2. Nhận xét. Nếu ƒ có một biểu diễn khác, chắng 
hạn, 


z)=`8¿xs,(z), тєл 


(% >0. В, до được, rời nhau từng đôi một và U B; = A) 


thì 
Y aA, = У; 8,иВ,. 
1=] 
Như уау Định nghĩa 1.1.1 là hợp. lí. 

Từ đây về sau, để cho gọn, nếu (/Һ)„ là một dãy đơn điệu 
không giảm (không tăng) các hàm trên А, nghĩa là fn < fa+1 
trên A, n €N (f. > fn41 trên А ) và hội tụ đến hàm g 
trên А thì ta sẽ viết fn Z g (fn N я). Một số tính chất đơn 
gian khác cua tích phân các hàm đơn giản không âm được 
cho trong mệnh аё sau. 

1.1.3. Mệnh đề. Với moi f.g € S1, (fa)n, (0n)n C 
S1, mọi œ,8 € R, a > 0, B > 0, các khẳng định sau là 
đứng: 

(i) f (ef + 09)du =a J, fdu + B Ja gdr. 

(ii) Nếu A = BUC và ВПС =0 thi 


| ға = J Јар + L fdu. 


(iii) Nếu f < g trên A thì f, fdp < f, gdp. 
(iu) Nếu f. „ g thì 


im Í fadu = [вар 
А 


п—00 
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(u) Néu fn < ъл và ga < 9п+1 mot n € N và lim п fn ` 
lin gn thì tồn tại các giới hạn lim n f A đndu. lim ЖА a 0ndụ 


và - | 
1 = | dụ. 1.4 
итп / fn аџ „Ат, / жер ) 


1.2. Tích phân của hàm đo được không âm. 
Cho f : A — R là một hàm đo được và không âm trên 
A. Theo định lí về cấu trúc của hàm đo được, tôn tại một dãy 
các hàm đơn gian không âm (fn)n trên А sao cho 


0 < fn < fa+i mọi n € N và fn Z f, т — oo. 


Giới hạn lim f4 fandy tồn tai và là một số thực không âm hay 
+оо. Ta đi đến định nghĩa sau: 

1.2.1. Định nghĩa. Ta định nghĩa tích phân của hàm 
đo được không âm: f trên А theo độ đo p, kí hiệu là f, fdp 
hav lạ ƒ(r)du(z), là số dim Ji Лаки. Мау 


J taa := lim, Í. ada. 


Định nghĩa trên là hợp lí vì f, fdu không phụ thuộc vào 
việc chọn các dãy hàm đơn giản không âm hội tụ đến ƒ (Mệnh 
đề 1.1.3 (v))- Cũng để ý rằng tích phân của một hàm đo được 
f >> 0 luôn tôn tại và thuộc [0, со]. 

1.3. Tích phân của hàm đo được. 


Bây giờ gia sử f : А — R là hàm до được bảt kì. Khi 
đó, nếu đặt f* := max {/,0}, f := — min (f,0) thì f* và 
f là những hàm đo được không âm trên A và f= ft — ƒ~, 
Л = ft + f. Theo Định nghĩa 1.2.1 các tích phân Г. Гав 
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và Jf dụ tón tại và là các số thực không âm hay +oo. Một 
cách tự nhiên ta đi đến định nghĩa sau: 

| 1.3.1. Định nghĩa. Nếu một trong hai tích phân Ja ƒTdu 
va lạ f ар là hữu han thì ta định nghĩa tích phân của ƒ trên 
A (theo độ đo и), kí hiệu là f, fdu hay f, f (z)dn(z), là số 


Ја f аи. 
j ƒdụ := | ƒ*dụ - | trau 


Dë ý là nếu tích phân của f trên А tồn tại thì f, fdn € R. 

Nếu f, fdp € R (nghĩa là f, fdp tồn tại và hữu hạn) thì 
ta nói f khá tích trên A. Lúc này cả hai tích phân f, ftdp 
và f, f du đều là những số hữu hạn. 


Vậy 


Gia sử E là một tập con đo được của А. Khi đó tích phân 
của f trên E được định nghĩa là tích phán của hàm fig trên 
Е. Dễ thấy rằng | | 


| fản:= | леби = | J.xedu. 
Е JE A 


* 


§2. CÁC TÍNH CHẤT СО BẢN CỦA TÍCH PHÂN. 
' Từ đây, ta quy ước rằng các tập đề cập đến đều là các tập 
đo được còn các hàm nói đến đầu đo được (trên các tập xác 
định tương ứng) và nhận giá trị trong tập số thực mở rộng R. 
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2.1. Tính cộng tính. 
2.1.1. Định lí, Nếu An B =0 thì 


Jaa = | ƒdg+ | fån (2.1) 
АОВ А В 
тіёп là môt trong hai vë của đẳng thúc trên có пдћла. 
2.1.2. Hệ quả. Nếu В С А và tích phần lo fdu ton tai 
thì Í, fdu cung tồn tại. Đặc biệt, nếu f kha tích trên A thì 
f cūng kha tích trên В. 
2.1.3. Hệ quả. 
(1) Nếu ƒ >0 trên À uà BCA thì [a ƒdụ < < fa Дар. 
(ii) Nếu uB = 0 và là Јар tôn tại thi 


{ди = | {ди = | ѓар. 
AUB ANB A 


(ii) Nếu f ~ g trên A thì Ја fdu = Ја , gdp тіёп là một 
trong hai tích phân trên tổn tại. Đặc biệt nếu f = 0 h.k.n. 
trên A thì f, fdp = 0. 

2.1.4. Nhân xét. Hê qua 2.1.3 (cũng như Hệ quả 2.1.2 
với и(А \ В) = 0) cho thấy răng nếu ta thay đổi giá trì cuả 
một hàm có tích phân trên một tập có độ đo 0 thì vẫn không 
làm thay đổi tích phân cuả nó. 

2.2, Tính bảo toàn thứ tự. 

2.2.1. Dinh lí. Nếu f < g trên A và các tích phân 
Г, fdp, fa gdp tón tat thì 


Н fdu < J gdp. (2.5) 
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Dễ dàng nhận thấy rằng kết luận ở Định lí 2.2.2 cũng đúng 
nếu ta thay “f < g trên А” bởi giả thiết “f < g h.k.n trên 
А”. 

2.2.2. Hệ quả. Nếu pA < +oovà f bị chặn cốt yếu trên 
A thì f kha tích trên А. 

2.2.3. Hệ quả. Nếu f khả tích trên A thì ƒ hưu hạn 
h.k.n. trên А. | 

2.2.4. Не quả. Nếu ƒ > 0 trên А và f, fdp = 0 thì 
f = 0 h.k.n. trên A. | 


2.3. Tính tuyến tỉnh. 


2.3.1. Định lí. Các đứng thức sau đây là đúng miễn. là 
các vë phai có nghĩa: 

рете (c € IR), . 

(4) JAƠ + g)du = ЈА Јар + ЈА gdp. 

2.3.2. Nhân xét. Nếu ta kí hiệu (А, д) là tập hợp gồm 
tất ca những hàm khả tích trên A (trên tập này ta mg phân 
biệt các hàm tương đương) thì theo Định lí 2.3.1, L1( A, p) là 
một không gian vectơ trên trường R. Lúc này, cũng theo Định 
lí 2.3.1, hàm I : L'(A, p) — R (thường cũng gọi là phiếm 
hàm tích phân) xác định bởi I(ƒ) := f, ƒ(z)dụu, f € L`(A, u) 
là một phiếm hàm tuyến tính trên L'(A, и). Điều này giải 
thích thuật ngữ “tính tuyển tính” sử dụng ở trên. 

2.4. Tính khả tích. 

2.4.1. Định lí. Các khẳng định sau là đứng: 

(i) Nếu A fdu có nghĩa thì у, Рац < 1а. 

(ii) f khả tích trên А khi và chỉ khi |f| khả tích trên А. 

(iii) Nếu |f| < g h.k.n. trên А tà g Бад tích trên А thì ƒ 
cùng khó tích trên А. 

(tu) Nếu f, g khd tích trên À thì f +g cũng khả tích trên 
A. Hon nta nếu f MA tích còn g bi chaw trên A thì f.g 
khả tích trên A. 
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$3. QUA GIỚI НАМ DƯỚI DẤU TÍCH PHÂN 


Bây giờ chúng ta chuyển sang khảo sát một tính chất quan 
trọng thường gắp trong giải tích và lí thuyết xác suất. Đó là 
việc qua giới hạn dưới dấu tích phân Lebesgue. Đây là một 
trong những ưu điểm nổi bật của tích phân Lebesgue so với 
tích phần Riemann. 

1. Qua giới hạn dưới dấu tích phân. 

Cũng như trong mục trước, các hàm nói đến trong mục này 
đều đo được trên tập đo được А và nhận giá trị trong tập số 
thực mở rộng R. 

3.1.1. Định lí. (Levi) Nếu 0 < f, Z f trên A thì. 

i „Гын |, Yum. 
lim J, Ља JAJ и 

3.1.2. Định lí. (Levi) Gid sử (fa)neN là một dâu đơn 
điệu (tăng hay giar) cóc hàm đo được trên А và tồn tại 
mét số ko € N sao cho Ju, kha tích. Khi đó 


lim im f fodi = | im. Ja diu. (3.3) 


3.1.3. Nhan xét. 
. (i) Thực ra trong trường hợp (ƒn) là dãy đơn điệu tăng thì 
chỉ cần f, ƒ¡ đu < +оо là du. Tương tự như vây, nếu (fala 
là dãy đơn điệu giảm thì chi cần giả thiết f, ftd < +оо là 
du. 

(ii) Dê ý räng Định lí 3.1.2 cũng đúng nếu fn  ƒ và f khả 
tích trên А. 

31.4. Hệ quả. Nếu 9n > 0 trên A, moin € N thì 


с) œ œ 
fa у qa thu = > fi ga du. Neu thêm 3 là 9һ ар < +оо 
nal nal п] 
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m 
thì У 9п(2) < +оо ҺКп. trên А và hàm số g(z) := 


Ñ = 
É ¿ sË 


» gx (z) khỏ tích trên A. 
n= 


3.1.5. Định lí. (Bô đề Fatou) Néu f, > 0 trên А tới 
mon € N thì 


Í ineas [ja / kana (3.4) 
A A 


Trì DO п —=+ оо 


3.1.6. Nhận xét. 

(i) Bất đăng thức (3.4) còn đúng nếu fn > g, n € N và g 
khả tích trên А. Thật vậy, để thấy điều này chi cần áp dụng 
Bổ đề Fatou cho dãy (fn — 9). 

(ii) Nếu fn < g mọi n € N và g khả tích thì 


/ йй йш Їйї / йй. (3.5) 


Thật vậy, lúc này —ƒ„ > —ф mọi n € N. Áp dụng Bổ đề 
Fatou (cùng với (¡)) cho dãy (—fn)n và để ý rằng với mọi dãy 
(ann Ш (an) =н 

Định lí sau đây là mệt trong những kết qua quan trọng và 
sâu sắc nhất của lí thuyết tích phân Lebesgue: 

3.1.7. Định lí. (Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue) Gia sử 
(е) là dây các hàm đo được trên А thoá màn |ƒn| < 9, 
moi n € N vå g là hàm khả tích trên A. Nếu (ƒf„)„ hội tụ 
hầu khắp nơi Һау hội tụ theo độ đo uë тїбї hàm f trên А 


thi | 
lin / Аи = J fap. (3.6) 
"¬% JA J1 
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Hê quả sau đây là đơn giản nhưng tỏ ra hữu ích trong nhiều 
trường hợp: 


3.1.8. Hệ quả. Gid sử pÅ < +оо, la < K mon € N 
(К là một hằng số nào đó). Khi đó nếu (ƒa)n hội tu uë f 
theo độ đo hay hầu khăp nơi trên A thì 


lim Í fad = J fdu O 
жт БА А 


3.2. Tính ơ-cộông tính và tính liên tục tuyệt đối 
của tích phân. 


— Chúng ta vẫn làm việc với không gian độ đo (X, Ан), và 
gia sử f là một hàm xác định trên X với giá trị trong R và có 
tích phân trên X. Xét hàm tập định nghĩa bơi 


À:A — К 
АА) = | fax. 
А 
Hàm tập А thường được gọi là tích phân bất dinh của f. Từ 
tính cộng tính của tích phân (Định lí 2.1), hàm tập À là cộng 
tính. Thực га А còn là ơ-cộng tính. Ta có định lí sau: 


3.2.1. Định lí. Hàm tập À (định nghĩa như trên) là ơ- 
công tính, nghĩa là nếu (Án)neN C А, А„П Am = 0, п # m 


j= ОА, thì 
/ fdp = 
А 


Hơn nữa, f khả tích trên A khi và chỉ khi Ў f, |flda < 
| = 1 М 
+оо. 


Mã fdp. (3.7) 


а] 
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3.2.2. Hë quả, Gid sử f do được không âm trên А: 
Ahi dó À là một độ do trên A. Lúc này А được gọi là độ 
đo rác dinh bởi f wà u. 
‚ Đình li quan trong sau đầy đôi khi cũng được gọi là dinh tí 
ve tnÀ liên tục tuyệt đời của tích phân: 
3.2.3. Định lí, (Tính liền tục tuyệt đối của tích phân) 
Neu f kha tích trên A thì véi mọi e > 0, tồn tai ó > 0 sao 


cho | 
Н Аби < є 
A 


обі mọt ѓар đo được E C A mà pE < б. 

3.3. Quan hệ gita tich phân Lebesgue và tích phân 
Riemann. 

Dưới đầy là định lí cho ta thấy tích phân Lebesgue thật sự 
là một sự mở rộng của tích phần Riemann. Ta sẽ chỉ phát biểu 
cho trường hợp Ё = 1. 

3.3.1. Định lí Moi hàm f : [a,b] — IR khả tích 
Riemann đều khó tích Lebesgue và hai tích phân đồ trung 
nhau, ngàta là . 


(в) f Rutes / "Jia 


Dinh lí sau đây thuộc vè H. Lebesgue, nêu ra đặc trưng của 
lớp cac hàm khả tích Riemann trên một đoạn trong R (quan 
hệ h.k.n. ở đây được hiểu là theo độ đo Lebesgue). 

3.3.2. Định lí, Một hàm bi chặn f : [a,b] — R là khả 
w Riemann khi và chỉ khi nó liên tuc hàu khắp nơi trên 
a, bj. 

Đề ý rằng một hàm không bị chăn thì không khả tích Rie- 
mann. Tuy nhiên nhiều hàm như thế lai có tích phần Riemann 
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suy rộng. Liệu các hàm như thế có kha tích Lebesgue không? 
Nói chung là không. Tuy nhiên định lí sau đây cho thấy rắng 
câu trà lời là khẳng định nếu tích phân Riemann suy rộng của 
|f| tôn tại. 

3.3.3. Định lí. Gid sử р: |а, +оо) — RR (a € IR) khả 
tích Riemann trên moi đoạn con đóng của [a, +oo). Khi đó 
f là khả tích Lebesgue trên |а, +оо) khi và chỉ khi tích phân 
Riemann suy rộng [° |f(z)|dz tồn tại Нот nta, trong 


truong hợp này 
i fan = | f(x)dx 
[a,co) a 


3.3.4. Nhân xét. Su tôn tại của tích phân Riemann 
suy rộng f” ƒ(z)dz không đảm bảo tính khả tích (Lebesgue) 
của hàm ƒ. k=. ví dụ kinh điển minh hoa điều này là ham 
f(x) = (sin z)/z với ƒ(0) = 1 trên [0, oo). Trong giải tích cổ 
điển ta đã biết tích phân Riemann suy rộng của f tồn tại và 
fo ( sin#)/zdz = /2 nhưng fo (|sin|/+)dz vờ tồn tại 


và ƒ cũng không kha tích мы trên [0,со) (xin độc giả 
hãy kiểm tra). 


Đối với tích phân Riemann suy rộng với cận hữu hạn (ƒ 
không bị chặn): ta cũng có kết quả tương tự như Định lí 3.3.3, 
được phát biểu trong Định lí 3.3.5 sau đây: 


3.3.5. Định lí. Gid sử f : [а,Ь] — R không bị chăn, 
khá tích Riemann trên mot đoạn [a + є | С [0,0 í< > 0). 
Khi dó f kha tích Lebesgue trên [a,b] khi và cht khi tích phan 


Riemann suy rộng J |ƒ(+)|d+z := lim Жый [/(т)|ат tồn tại. 
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34. TÍCH CÁC ĐỘ ĐO VÀ ĐỊNH LÍ FUBINI. 


Mục này nêu lên mối quan hệ giữa tích phân trên không 
gian tích với các tích phân trên các không gian thành phần. 

4.1. Tích các độ đo. 

Cho (X, A, д) và (Y, У, и) là hai không gian với độ đo đủ, 
ơ-hữu hạn. Ở đầy А và E là những ơ-đại số. Ta kí hiệu 


К:={АХВ|АєЄА, BEE}. 


Vì A và E đều là những nửa vành nên theo Bổ đề 4.2.1 Chương 
3 tích của chúng là một nửa vành các tập con của tích Descartes 
ARY. 

Xét hàm tập z : R — R xác định bởi 


TA x B):=uAxvB, то Ах Be 2 (4.1) 


(dë y quy uóc 0.co = 0). Chúng ta có kët quà sau: 

4.1.1. Bổ đề. Hàm tập т là một độ đo trên nửa vành 
K. Hon nửa, т là ơ-hứu hạn. 

Bầy giờ áp dụng quá trình thác triển tiêu chuẩn độ đo ở 
Chương 3 cho độ đo r trên R ta sẽ nhận được một độ đo trên 
một ø-đại số bao hàm R. Ta đi đến định nghĩa: 

4.1.2. Định nghĩa. Độ đo thác triển tiêu chuẩn của độ 
đo z trên nửa vành R lên о-даі số L các tập z*-đo được trên 
X x Y gọi là độ do tích của hai độ đo и và v (theo thứ tự ấy) 
và được kí hiệu là и и. Lúc này £ được kí hiệu là AQE và 
một tập E € AQ E đôi khi cũng được gọi là u Э -đo được. 
Không gian (X x Y,A@ >P, @ u) được gọi là không gian độ 
đo tích của hai không gian độ đo (ХА, д) và (Y, £, v). 


WWW.MATHEIDUCARE.COM 


өе MATH-EDUCARE 


Nhân xét 4.1.3. 

(i) Chú ý rằng АФУ chứa ø-đại số sinh bởi R là F(R) và 
и ® u luôn là độ đo đủ. 

(ii) Ta hãy xét trường hợp đặc biệt khi X, Ү là các không 
gian R”, RP với các độ đo Lebesgue и”, и” tương ứng. Lúc 
này R" x RP có thể coi là R”†?, Tích của các độ đo и” và 
и? là u” @ uP, chính là độ đo Lebesgue fP trên R” Tp. 

4.2. Biểu diễn độ đo một tập trong không gian 

tích qua tích phân các thiết diện của nó. 

Bây giờ chúng ta sẽ nêu lên mối quan hệ giữa các tập Ov 
- do duoc trong X x Y với các tập con do được trong X và 
Y. Kết quà chủ yếu được phát biểu trong Định lí 4.2.1 và nó 
là bước quan trọng trong việc thiết lập Định lí Fubini ở mục 
sau. Trước tiên ta nêu ra một vài khái niệm cần thiết. 

Giả sử AC X x Y, z € X và y € Y. Ta định nghĩa thiết 
điện cua А tại х (kí hiệu А.) và thiết diện của А tại у (kí 
hiệu là АУ) tương ứng là các tập sau: 


Az := {y € Y | (z, y) € А}; A! := (z < X | (z,y) € А}. 


Rõ ràng гапр A, C Y với mọi z € X, АУС X với moi y € Y 
và các thiết diện của A có thể là Ø. Ta nêu ra một số đăng 
thức liên quan tới những thiết diện của các tập: 


(a) Lep i)z = a )z và (a A = LAO chu ' 
(b) (0 Ade = D (AO: và (N А)» = n4: 
(c) (AN В), = Az NB, và (AN В)” = А» \ Bu. 
4.2.1. Định lí. Gia sử E € AQE. Khi đồ Е. Є Ў 


u-h.k.n trên X tà hàm т — V(E;)* là йо được trên X, 
thỏa man 


LO u( E) = }, и(Е.)аџ. (4.3) 


"Нат này xác định u-h.k.n. trên X. 
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Tương tự như ойу, EY € А v-h.k.n. trên Y và hàm 
y — u( EY) là đo được trên Y, thỏa man 


и®ь(Е) = ] u(E)du 
Y 


4.2.3. Nhận xét. Định lí 4.2.1 khái quát một. kết quả 
quen biết của tích phân Riemann trên R”, chắng hạn, diện 
tích một miền G trong R2 bằng tích phân (trên R) các lát cắt 
Gr cua nó. 

Đặc biệt nếu ƒ > 0 thì Гаў, ƒ(z)d+ là diện tích của hình thang 
cong giới hạn bởi các đường т = а, т = b, trục hoành và đồ 
thị hàm y = ƒ(z). Kết quả này thể hiện ý nghĩa hình học của 
tích phần Riemann. Đối với tích phân Lebesgue ta cũng có kết 
qua tương tự. 


4.3. Y nghĩa hình học của tích phân Lebesgue. 

Gia sử (X, А, и) là một không gian với độ đo đầy đủ và 
ơ-hữu hạn, M € A và f là hàm không âm, khả tích trên M. 
Dồ thị dưới của hàm ƒ là tập 


Q := {(u)€X xR|ze€M,0<y<ƒŒ@)}+ 


Bây giờ ta lấy Y = R, E = £ là ø-đại số các tập đo được 
Lebesgue trên R và v là độ đo Lebesgue trên R. Khi đó Q c 
Х х В. Ý nghĩa hình học của tích phân Lebesgue được thể 
hiện rõ trong định lí sau đây: 


*Nếu với г є М та f(z) = +оо ta quy ước hiểu thiết diện Q+ tai 
т là [0, +оо) thay cho [0,+oc]. Như vậy có thể coi Q C X x IR. Và 
lại, với giả thiết f khả tích trên M tập các điểm z như thé có độ do 
lăng không. 
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4.3.1. Định lí. Dö thi dưới Q của f là tập u x v-đo 
được, nghia là Q € AQL. Ngoài та, 


u ®v() = |, fap. (4.4) 


4.4. Ðinh lí Fubini. 
_ Cho (X, A, и) và (Y, У, и) là hai không gian với các độ đo 
đu, ơ-hữu hạn và (X x Y, AQE, KOV) là không gian tích của 
chúng. Giả sử f : X x Y — R là hàm AQ Đ-đo được**, 
Kết qua cơ bản nhất của Mục §4 này là: 

4.4.1. Định lí. (Fubini) Gid sử f : X x Y — R là 
. hàm AQ >-đo được. Khi đó nếu f > 0 hay f khá tích trên 
X x Y thì các tích phân lắp sau tồn tại 


J LỆ таа, ШЕЛ 


và ta có đằng thúc 


J u tat ev) = =J | [f ға Jdu = [у tiav (4.5) 


Hon nữa, khi f kha tích trên X x Y thì обі hầu hết các 
y € Y, hàm X 3 z — }(т,у) khả tích trên X và uới hâu 
hết các + E.X, hàm Y 3  —— f(x,y) khả tích trên Y. 

4.4.2. Nhận xét. 

(i) Định lí Fubini cho phép ta, dưới các điều kiện đã phát 
biểu, đưa việc tính một tích phân bội trên không gian tích về 
việc tính các tích phân lặp trên các không gian thành phân 
hoặc đổi.thứ tự lấy tích phân trong các tích phân lặp. 


— **Nếu f xác địn!. trên một tập А € AQ E thì ta đặt /(z,y) :Z 0 
khi (z, y) £ А). 
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(ü) Để có thể áp dụng Định lí Fubini cho một hàm không 
thỏa điều kiện ƒ > 0, trước hết ta phải khẳng định tính khả 
tích của hàm này trên không gian tích và đây là một vấn đề 
khó. 

Sự tồn tại các tích phân lặp (cho dù là hữu hạn) nói chung. 
không đủ để kéo theo tính khả tích của ƒ. Để minh họa chúng 
ta hãy xét trường hợp X = Y = [0,1], и = v là độ do 
Lebesgue còn hàm f xác định bởi f(x,y) = (z? — 2)/(x? + 
2)? nếu (х,у) # (0,0) và ƒ(0,0) = 0. Dë dàng thấy răng 


i y ‚ _ жь l pl Р т 
JU ƒ(œ.)dz] dụ = a va J у, Р(х, у)ду|ат z 


Định lí Fubini chứng tó f không khả tích trên [0, 1] x [0, 1]. 
Tuy nhiên ta có định lí sau, rất thuận tiện trong áp dụng. 
4.4.3. Định lí. (Tonelli) Cho f : X x Y — R là hàm 

AQ X-do được. Nếu một trong hai tích phân lặp 


J | J ааш hay J, | J la 


hữu hạn thì f khả tích trên X x Y và đăng thúc sau nghiệm 
dung. 


J. к ƒd(u @v) = J, | Ji fdv) du = { | L fdu| de, 


!4-COLVBTHT 
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B. Bài tap 

61. Đỉnh nghĩa tích phân. 

1.1. Cho А là một tập do được và (Bn)n là một dãy các 
tập con đo được của А thoả mãn điều kiện | 


Bn C Bn41, n € N và О В. = А. 


Chứng minh rằng nếu g € S+ thì 


dim | / | gdu = J дар. 


1.2. Cho (fn)n C 54, g € S£ với fn < fayn € N và 
g < limn fn- Chúng tỏ rằng 


ваи S lim J һап. 
1.3. Cho А là tập đo được và f : A — R là môt hàm 
do được không âm. Chứng tỏ rắng | | 
J. fdu = зир{ | фар | ở là đơn giản không âm và ф < f} 
32. Các tính chất cơ bản của tích phần. 


| ‚2.1. Cho f : A — R là hàm đo được, không âm. Chứng 
to rang nêu В C Ауа B đo được thì 


Јан Í Ta, 
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2.2. Gọi A = P(N) là o -đại số tất са các tập con của 
N. Với mỗi Á € А ta đặt 


n nếu А có n phân tử, 
H = 1 | = fad 
+оо nêu А vô han. 


(a) Chứng tò rắng u là môt độ до trên А và и là ơ-hưu 
hạn. 

(b) Giá sử A € A, А hữu hạn f : A — R và f(z) £ —oo 
mọi z € А. Chứng tỏ f là đo được trên A và tích phân f, fdp 
tồn tại. Tìm điều kiện cần và đủ аг f khả tích trên А. 

2.3. Cho А là một tập đo được và f : 4 — R là các 
hàm khả tích trên А theo độ đo и. Ta đặt 


B, = (z € A | |ƒ(œ)| > n). 
А. = {теа |50] 8+1), пем. 


Chứng minh rằng: _ 
(а) Bn < +оо, mọi n € ЇЧ, 
(b) lim zB, = 0 và 
тп — OQ 
(с) іт У pAr =0. 
1 +00 kn 
2.4. Cho X là một tập không rỗng, а € X và ó, là độ đo 
Dirac tại a trên P(X). Già sử Ас X và f : А — R là một 
hàm tùy ý. Hãy tính f, fdu và tìm điều kiện cần và đủ để f 
kha tích trên А. 
2.5. Cho А là một tập đo được và fn f: А — R, 
n. € N, là các hàm до được. Hãy chứng tỏ răng nếu f, |ƒa — 
fdu — 0 thì fa — f trên А, п — оо. 
2.6. Giả sử ƒ là hàm đo được trên А. Chứng tỏ rằng 
nếu có hai hàm g, h khả tích trên А sao cho g < f < h h.k.n. 
thì f khả tích trên A. | 
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2. т. (а) Giả sử ƒ khả tích trên А đối với độ đo џ và 
(х) > O h.k.n. trên A. Chứng tỏ rằng nếu f, fdu = 0 thì 
ГА = 0. 

(b) Giả sử f là hàm đo được trên E và f, fdp = 0 với 
mọi tập đo được e C E. Chứng minh răng f = 0 h.k.n. trên 

2.8. Giả sử ƒ là hàm khả tích trên A. Chứng tỏ rằng khi 
đó tập {x € A | f(x) Z 0} có thể biểu diễn thành hợp của 
một họ даёт được các tập có độ đo hữu hạn và rời nhau từng 
đôi. 


83. Qua giới hạn dưới dấu tích phân. 
3.1. Cho (ƒa)„ là một dãy các hàm kha tích trên А sao 


cho 0 < fn+ı < fn moi n € N. Chứng tó rằng fn — 0 h.k.n. 
trên A khi và chi khi lạ аи — Ü (n —> оо). 

3.2. Giá sử (fn)n là một dãy đơn điệu tăng các hàm khả 
tích trên А và 


sup f ƒadu < +oo. ` 
r€ N 


Khi dó hàu khắp nơi trên A tồn tại giới hạn hữu hạn limn к 
f(c), f kha tích trên А và 


г. Í a ss J, fap. 


3.3. Xét hàm у; R — R xác định bởi f(z) = 0 nếu 
тє (0,1] và f(x) = yn nếu т € An = (+ k| với một 


пе Ñ nào дб. Môi ne N. gol Ta = У Vixa 
ke " 


(a) Chứng minh rằng f, га: trên F R. 


(b) Chứng tỏ rằng f khả tích 
là đỏ đo Lebesgue). PERR AR S tlh А ứ 


' фе) Chứng tỏ rắng f° 


không khả tích trên R. 
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3.4. Cho А là một tập đo được và (В„)„ là một dãy các 
tập con đo được của А thoả mãn điều kiên 


Bn C Вл+, n € N và Ú И, == Л. 
Ti: 


Chứng minh rằng nếu ƒ > 0 thì 


im, / ар = | Tả, 
- Tl — OQ В. А 


3.5. Cho А là một tập đo được và g, f: A — R là các 
hàm khả tích trên А. Với mỗi n € N ta đặt 
Aa=f{+z€A|n < |ƒ(z)| < +1} và 
В, = (z € A | |ƒ(ø)| > п}. 
Chứng minh rằng: 
(а) lim [¿„ gdu =0, 
(b) P npa A, < +оо và 
(c) lìm а mu Đa = 0. 
3.6. Chứng п minh rằng nếu (fn)nen là một dãy hàm đo 
được trên А và Ë fa [fa|du < +оо thì 


È jn 7 (Says 


n=l п=1 


3.7. Cho (N, P(N йн) là không gian độ đo như ở Bài 


2.2, 
(а) Giả sử z : N — К là một dãy các số thực. Chứng 


tỏ rằng т là hàm đo được. Chứng tỏ rắng z khả tích trên N 


WWW.MATHEIDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
214 


khi và chi khi > Iz(n)| hội tu và trong trường hợp này ta có 
оп | 
Ды zdu = 2. s(n) 


(b) Giả sử với mỗi n € N, fn : N — [0, +оо) là một азу 
số. Ta kí hiệu fa(k) = ank, k € №. Hãy tính fy > Љар. 


Từ đó suy ra rằng 
Ў Уа 
n=l k=l k=l n=1 
3.8. Cho f > О trên A. Đặt 
| | fis), nếu ƒ(z) < n, 
kb = | 


п, nếu f(T) > n. 


im f Лаа = | 7 
ja A А 


3.9. Cho ƒ là một hàm đo được, dương và hữu hạn h.k.n. 
trên А. Với mỗi i € Z, gọi 


Chứng minh 


ni = n({£c€ A |7! < рз) < 2:)). 


Chứng tỏ rằng f khả tích trên A khi và chi khi Y ` 2° < оо. 
¿= — oo 
3.10. Cho (Ek)ken là một dãy các tập con đo được của 
сю 
một tập X và thoa mãn ` ИБ < +оо. Goi A là tập gồm 
k=1 | 
tất cả những = € X sao cho + thuộc vào vô han những tập 
т е 
Ek của họ nói trên. Đặt g(x) = D ХЕ, (ж), TEX, Chung 
k=l 


tó rằng 
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(а) 9 là hàm đo được và khả tích trên X, 
(bị) pA = D, 


3.11. Giả sử А = О An với An Q Am = Ü nếu ў т và 


Аһ là đo được với mọi n. 6 №. Giả sử thêm rằng f : А — R 
khả tích trên mỗi An. Chứng tỏ rằng f khả tích trên A khi và 


chi khi E ЈА. |ƒ|d¿ < +оо. Trong trường hợp này ta có 


КС - f. fdp. 


3.12. Cho (N, P(N), и) là không gian độ đo như ở Bài 
2.2. Giả sử fn : N — R, n € N xác định bởi 


- nếu 1<k<n 
(k):= $ Ë Ке саа. 
fa) {: nếu k > n. 


(а) Chứng tó răng dãy (fn)n hội tụ đều trên N. | 
(b) Tìm lima „Лан. 
3.13. Cho 4 = (0,1). Với mỗi n. € N ta đặt 
ҮТ, k nếu 0 < z < 1, 
n UT = “ | 
0 nêu - с |, 
Chứng tỏ rắng fn — 0 (khi n — со) và tìm lim [adad 
3.14. Giả sử pA < +оо và fa, f: А — R, n € N là 
các hàm đo được, hữu hạn hầu khắp nơi trên А. Chứng to 
rằng 
|ƒn Е /| | 
ms = Ü * 
т-д" g 
khi và chỉ khi fa -— f trên А. 
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§4. Tích các độ đo và Định lí Fubini. 
4.1. Cho (X, A, ш) và (5, 5, u) là hai không gian độ đo 


với các độ đo øơ-hữu hạn. Са sử E,F € А У sao cho 
„(Е„) = v( Fz) u-h.k.n. trên X. Chứng tỏ rằng 


р®и(Е) = р®и(Р). 
4.2. Са sử f : Мх N — [0, +оо]. Sử dụng Định lí 
Fubini để chứng tỏ rằng 
» Ў, п.т) = >. Y ` ƒ(n,m). 
n=] m=1 m=] п==] 


4.3. Già sử g: X — R là hàm /-khà tích vàh : Y — 
R là hàm v-kha tích. Ta định nghĩa f : X x Y — R bởi 
Ƒ(r.) = g(œ)h(w), với mọi z € X, y € Y. Chứng tỏ rằng f 
là ¿ @ -kha tích và ta có 


J fd(u @ v) = ( J. gdu) - ( Ë hd). 


X x Y 


4.4. Chứng tỏ rằng nếu f(z,y) = ye (1+z°)v° với mọi 
т, € [0, оо) thì 


J БЕТ аја) = j| | Í rast] аи). 


[0,со) [0,со) [0,оо) [0,oo) 


Từ đây hãy suy ra rằng 


Í ez dụ = ут. 
_Д0,со) 2 
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C. Bài tập ôn 


— O1. Cho (X. A, и) là một không gian độ đo sao cho tồn 
tại một hàm f khả tích trên X và ƒ(z) > 0 với mọi z € X. 
Chứng tỏ rằng и là độ đo ø-hữu hạn. 

O2. Già sử и là một độ đo ø-hữu hạn trên А. 
(а) Chứng tỏ rằng tồn tại một họ (4a)neN С А thỏa 
mãn các điều kiện 


A, ma, = Ü nếu m Z n, uÁa < +co,n € N, X = Ú Áa. 
n=l 
(b) Già sử (4a)n là họ tập như ở câu (а). Với z € X ta 
đặt 


1 nếu z € А, mà Ha = 0, 
1 


Ка) = | 


ж nếu T € An mà pAn >0. 


Chứng tó rằng f khả tích trên X. 
(с) Đặt B, = ЧА, п CN. Hãy chứng tỏ rằng 


lim f fipa J Pa 
n—oo J p, x 


Оз. Già sử (ƒa)„ là một dãy các hàm đo được, bị chăn 
trên А và uA < оо. Chứng minh răng nếu fa hội tụ đều về Ƒ 


trên A thì | 
lim f fad = J fdp. 
ЛА ГА 


Hãy chỉ ra một ví dụ chứng tỏ rằng khẳng định trên không còn 
đúng nữa nếu pA = co. 

O4. Cho f là hàm đo được và không âm trên tập hợp А. 
Chứng minh rằng 
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J Tân = ор У? (inf OMA) 


n=l 
trong đó, sup được lẫy trên họ tất са các dãy tập hợp (А), 
do được, đôi một rời nhau và р A, == A, 


O5. Cho 7 là một gian Ương R và f : I — R khả tích 
Lebesgue. Giả sử a,b € R, а #0. Đặt J = ((z=—b)/a | z € 1}. . 
Chứng tỏ rằng hàm g : J — R xác định bởi g(r) = ƒ(az+Ò), 
zr € J là khả tích và ta có ` | 


J tan = lal | аи 


[Hướng dẫn. Trước hết hãy chứng minh cho trường hợp ƒ là. 
hàm đơn giản không âm và để ý đến Bài tập 4.7 Chương 2.] 
O6. Cho (X, А, и) là một không gian độ đo với и(Х) < 
со. Goi S(X,.4,w) là họ tất cả các hàm đo được, hữu hạn 
h.k.n. trên X. Trong S(X, A, р) ta xem hai hàm tương đương 
chi là một. Với ƒ, g € S(X, A, u) ta đặt 
' |J/()-g(z)| „ 
чи» h TEIE- 9(z)| A 
(a) Chứng tỏ d là một mêtric trên S(X, A, p). 
(b) f, fn Є S(X, A, р). nE N. Khi đó d(fn, f) — 0 khi 
và chỉ khi fa — f trên А. 
(c) Chứng minh răng (S(X, А. и), đ) là một không gian 
mêtric đầy đu. 
O7. Già sử и № độ đo đu, fn, f là các hàm khả tích trên 
А thỏa mãn f. |f, — Лан — 0. Chứng tó rằng f, — f. 
Hãy chỉ ra một ví dụ chứng tỏ điều ngược lại không đúng. 
ОВ. Giả sử С) là một dãy các hàm đo được trên А. 
Chứng tỏ răng nếu 


f ife- hildu — о khi k, j — оо 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
219 


thì tồn tại một dãy con ( fx,); của (ƒ¿)¿ sao cho ( fj, ), hội tụ 
ш trên A về một hàm có giá trị hữu han уз. йо được trên 


[Hướng dẫn. Chứng tỏ rằng 


Ve >0, „im іт € A | |fx(z=) — f:(z)| > e) = 0, 


sau dó áp dung Bài O17 Chuong 2]. 

_ O9. Cho Е là một tập đo được và gọi L1( E, и) là tập hợp 
БОт tất са các hàm khả tích trên Е. Trên L! (Е, p) các hàm 
tương đương được đồng nhất với nhau. Với ƒ,g € L!(E,u), 
ta đặt | 


д/а) = | \/-\ди. 


Chứng tò rằng 
(a) (L! (E, р), а) là một không gian mêtríc, 
(b) fa — f trong (L!(E,u), а) thì fa - f trên E, 
(c) (L'(E,w), а) là một không gian mêtric đủ. 
O10. Tính các tích phân Lebesgue trên (0, +20) của các 
hàm số sau: 


Р(х) =е7*; gíz)= 7 


trong đó [z] chỉ phân nguyên của r. 

I O11. Cho (E„)„ là một dãy những tập đo được thỏa 
тап + C En, mọi n € N và f là một hàm khả tích trên 
Ел. Chứng tỏ rằng 
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012. Cho (fn)n là một dãy hàm do được, hội tụ theo 
độ đo (Lebesgue) đến hàm f trên [0,1]. Ngoài ra, |/„| < М, 
mọi = € |0, 1], mọi n € N (M là một số dương nào đó). Giả 
sử g:|—M, M] — R liên tục. 
(a) Chứng minh rằng go fn là (L)-đo được trên |0, 1], mọi 
m„m€Nvà  - 
go fa — go f trên |0, 1]. 


(b) Chứng tỏ 


lim go fndu = / go fdu. 
[0.1] v [0,1] 


т —+ OQ 


O13. Giả sử f là hàm khả tích trên E với 0 < pE < +оо 
và f(x) > 0 với mọi x € E. Chứng minh rằng nếu 0 < a < uE 
thi 

nt ( Í fdu |e C E,pe > а} > 0. 
€ 


Kháng định trên còn đúng không nếu uE = +oo? 

O14. Giả sư f € Су. /(0) = 0 và f khả vi tại 0. 
Chứng minh răng hàm g(z) = ыз khả tích Lebesgue trên 
0,1]. 

O15. Cho (fn)n là một dãy các hàm không âm, khả tích 
trên А và fn — 0 h.k.n. trên A. Giả sử rằng tồn tại một số 
thực M > 0 sao cho la max{ fi, о, - - ` ›fn}du < М với mọi 
n. € N. Chứng tỏ rắng f, ар — 0 khi n — oo. 

O16. Cho ƒ là một hàm khả tích trên X và J„ аш < œ 
với mọi tập đo được E C X mà E < +оо (o là một số thực 
nào đó). Chứng minh rắng /, fdu < о. Kết luận còn đúng 
không nếu bỏ đi giả thiết ƒ khả tích trên X? | 

‚ O17. Cho f : X — R sao cho cả f và f? đều khả tích 
trên X. Chứng tỏ rằng 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
221. 


(a) Nếu 1 < p < 2 thì |ƒ|? khả tích trên X. 
1 
(b) am (Jx |f Pdu) 7 == (Р |ƒldu. 


{Hướng dẫn. (а) Đặt g = max{|ƒ|, ƒ”}. Chứng minh 
ДЕ < 9. . 

(b) Xét (paju € [1,9], 2¿ = 1 và xét hầm ф(р) = 
Jx А?аш. Chứng minh ø(p„) > œ(1)]. 

O18. Cho ƒ là một hàm khả tích trên X và có tính chất 
Jx "ар = fy fdp, mọi m € N. Chúng minh rằng tồn tại một 
tập đo được Ë с X sao cho Jf = хь h.k.n. trên X. 

[Hướng dẫn. Trước hết chứng minh cho trường hợp ƒ > 
0. Đặt 


E={z€X | (х) =1}, Е, = [me X | (а) хо) a> L ` 


Chúng minh ШЕ, = 0 rồi suy ra f < 1 h.k.n. trën X. Chúng 
minh f, ƒ(1 — ƒ)d = 0]. | 

O19. Giả sử r : N — (0, IJN Q, r  r{n) =r, là một 
song ánh. Chứng minh rằng 


1 | 
-e hội tu h.k.n. trên [0. 1]. 

O20. Cho (X,M, u) là một không gian độ đo, T là 
một không gian mêtric và hàm f: X x T — R. Giả sử răng 
với mỗi t € Т, f(., t) là một hàm đo được trên X và với mỗi 
+ € X, ƒ(œ, .) là hàm liên tục trên T. Giả sử thêm rằng tồn tại 
hàm khả tích g trên X sao cho với mỗi f ЄТ, [ƒ(,f)| < ø(+) 
h.k.n, Chứng minh rằng hàm F: T — R cho bởi 


F(t) = J (а, ар, te T 
| X 
là liên tuc trên T. 
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O21. Giả sử (X, A, и) là một không gian độ đo đủ (A là 
một с-да! số) và f : X x (a,b) — R là một hàm số thỏa mãn 
các tính chất sau: 

(1) Với mỗi t € (a,b), hàm ƒ(., £) kha tích trên X, 

(ii) Tôn tại to є (a,b) sao cho đạo hàm riêng SL ( (z,fo) 
tồn tại với hầu hết các z € X, 

(її) Tôn tại một hàm g khả tích trên X và một lân cận V 
của to sao cho 

{ED в) < у 
0 
mới mọi t € V \ {to} và hầu hết các z € X. 

Chứng minh ming 

(а) Hàm số 2Z(., to) xác định và khả tích trên X. 

(b) Hàm số F : (a,b) — R định nghĩa bởi 


Р) = | (едам 


: Ёё. s 
F (to) =j 2 (е, to)du. 


O22. Cho hàm số f khả vi trên đoạn [a,b] và f’ bị chặn 
ở trên [a,b]. Chứng minh rắng f! khả tích.Lebesgue và 


(1) / ƒ'dụ = ƒ(b) — ƒ(a). 


[a,b] 


khå vi tai tọ và 


m 


023. Gọi f = £ = зн п): Chứng minh rằng 


với mọi số thực b > 0. ƒ khả tích Riemann trên [0, b] và tồn tại 
tích phân suy rộng 


„Б оо 
рте ч Се 
jim (я) | аш > шшш. 
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tuy nhiên, f không khả tích Lebesgue trên [0, со). | 
0O24. Cho hàm số f: [0, oo) — R xác định bởi ƒ(z) = 0 
khi sinz < 0 và - 
o,  ®@ Ởlsinz—coszr|,.. . _ 
ƒ{z)=——————— khi sinz > 0. 
sin т 


Tính (7) | ƒ(z)daz. 
[0,oo) 
025. Cho f: [0,со) — R là mót hàm liên tục mà 


1йп а /(т) = ó € R. Chứng minh rằng với mỗi ø >0, 


lim ы Ƒ(n+z)du(z) = аб. 
[0,a] 
O26. (Định lí Arzela) Cho (fn) là một dãy các hàm ° 
khả tích Riemann trên [a,b] sao cho lim fa(+)d+ = J (т) với 


mọi z € [o, b] và f khả tích Riemiätin trên [a,b]. Giả sử rằng 
tôn tại hằng số M sao cho |ƒa(z)| < М với mọi z € [a,b] và 
mọi n € N. Chứng minh rằng 


lim / "khaka Н йг. 


O27. Cho dãy hàm số fa: [0,1] — R xác định bởi 
fa(Z) = ВЕ, n = 1,2,.... Chứng minh rằng 


l 
lim | fa(z)d+ = = 
т —+CO 0 


028. Cho и* là một độ đo ngoài trên tập X. Gọi С là 
Z~đại số các tập и*-йо được và  = р" г. Giả sử f là một 
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hàm không âm khả bai Е X đối với độ đo д. Xét hàm tập 
v: £ — R cho bởi „(А = dp với mỗi Á € £. Khi đó 


(X, L, и) là một không gian độ đo. 

(a) Goi M là ø-đại số các tập *-đo được của X. Chứng 
minh rắng £ C M. Hãy cho một ví dụ mà ở đó С # М. 

(b) Chứng minh гапе nếu ({z € X : (z) =0)) = 0 th 
L=M. 

(c) Chứng minh rằng nếu g là một hàm kha tích trên X 
đối với thì gƒ khả tích trên X đối với и và Jgdu = Jgƒdu 

A A 
với mọi Á € £. 

Chú у. Do đằng thức cuối này mà người ta thường viết 
du = fdu và gọt f là đạo hàm của v dôi với độ do и và kí 
hiệu f = d/du. 

029. Cho fi. ƒ¿,... là những hàm khả tích trên А đối 
với dô đo p. Già sử |ƒf„| < g h.k.n. trên А, g khả tích trên А 
và ƒ„ == f h.kn. = A hay theo độ đo. Chứng minh rằng 
lim ] 175 = | = 


030. Chứng minh rằng hàm số 


0). т=( 
sign(sin(ln.r)). 0< .r< ]1 


kha tích Riemann trên [0.1] và tính [го r)d.r. 
Nhàc lai ráng sign (y) = 1 nếu y = 0; sign (y) = -1 
nếu у < (0 và sign (y) =: D nêu у = 0. | | 


O31. Cho fa: R -- Б cho bởi lạ =N: \(o tị. n € N. 


(a) Chúng minh rằng Ми fø(r) = 0 với mọi + € R 
рец (© Ft " = | Z Ü với mọi п € N. 
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(b) Đặt un = fa — fn+1, n € N. Chứng minh rắng 
_ ОО 
3 nla) = fi (2) 
nail 
và chuỗi này hội tụ tuyệt đối với mỗi z € R nhưng 


3` Íwd„=0#1= | nan. 


“đc. `) [0.1] 
032. Chúng tỏ rằng với mọi r > 0 ta đều có 


J | [ e~#U` sin zdu(z)| du(9) 
[0,оо) [0.r] 


= | | 2-2 sin zdy(y)| du(z). 
[0,r] [0,со) 


ISCDLVBTHT 
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D. Bài giải, hướng dẫn 


1.1. Giả sử g(z) = © œ;XxA,(z). Khi đó 
i=l 


J, gdp = | 9XB „dp = Y aimĂi MBa) Е 1 
! Dn A i=} 


Đẳng thúc tien cùng với 
нА; = lim ш(А: П Ba), Yi, 


cho ta điều phai chứng minh O 
1.2. Hướng dẫn. (xem thêm phép chứng minh Mệnh đề 
n 
1.2) Gia su g(r) = >` %;XA,(z). Lấy tùy ý c € (0.1) và đặt 
==] 
D, := {x € A | fa(z).> cg(m)), n € N. 


Rỗ ràng là Bn 1 A và với mỗi í = 1,2,...,m, (А, N Bn) | Ai. 
Do đó mA; = lim m(4; N Bn). Từ bất đẳng thức 


CgX B, < [из ТЕА 


ta được 


ш J fadu 2 lim c J 9xB, р 
n= J A n=% [А 
т 
= c lim 3 œil А; N Ba) = г | gu. 
1= | 
Cho c — 1 ta có kết диа cần chứng minh. 
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1.3. 

Gọi œ là giá trị của vế phải của (ж) (hữu hạn һау +œ). 
Rõ ràng răng theo định nghĩa của tích phân thì f Јан < а. 

Dë chứng minh bất dšng thức ngược lại, giả sử (fn)n 
là một dãy các hàm đơn giản không âm trên А và ƒ„ Z f. 
n —> oo. Ta xét hai trường hợp. 

(i) Trường hợp e < +оо. Khi đó theo định nghĩa của 
supremum, với mọi є > 0 tồn tại một hàm ф là đơn giản 
không âm trên А sao cho ý < f và oe є < Ј, фір. М 
ф</ = lim fn nên theo Bài tâp 1.2 ta có 


ae< | đâu < lim | fadu= | fdn 2 


Bất dáng thức (**) đúng với mọi є > O nên ta được œ < 
la J du. 

(ii) Trường hop a = оо. Lúc này, với moi N > 0, tôn 
tại hàm ф don gian không âm sao cho ф < f và N < Ía фаџ. 
Vì ó< f = lim fn nên bằng lập luận tương tu như trên (sử 


dụng Bài tập 1.2) ta được 
v< j фар < lim / = | fdu, mọi N > 0. 
A тед А 


Vậy la fdu = +оо == U 
2.1. Độc giả tu giải. 
2.2. Độc giả tự giải. 
2.3. Hướng dẫn. Chú ý là (Ba) < + fa |ƒldu,n € N. 
2.4. Hướng dẫn. Chú ý rắng f = f(a)-X{a} h.k.n. 
2.5. Hướng dẫn. 


(z€ А||/„(х)—/(т)| > e} = (z € A| |f,(z)— Л) > e°). 
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2.6. -Hướng dẫn. |f| < || + ||. 


4.1. 

(а) Đặt А, = {r € А | f(z=) > 0} và А = {z € 
A | f(x) < 0}. Thế thì А, và А» là những tập con rời nhau và 
đo được của А. Theo giả thiết, (4a) =0. Vì f > 0 trên А, 
và Jjdh= J lần = = 0 nên ta có f = 0 h.k.n. trên A), nghĩa 


là TA m Vậy (A) = (A1) + (А2) = 0. 
(b) Đặt Е = {r € Е | f(z) > 0} và E, = {r € 
E | f(x) < 0}. Từ gia thiết ta có 


[аи = о | лаи =0 


E1 Ез 
Theo (а) thì (Е) = 0. Tương tự, thay f bởi — f ta cũng có 
щі») = 0. Vi [z e€ E| f(z) Z 0} = E, U ba nën f = 0 h.k.n. 
trên O 
2.8. 
Đặt Ao = (z € A | |/(z)| > 1} và 
| L 
An ada А «уб |< — nh n € N. 
Khi do, 
J Лир > / fldu > / +19 = (А) 
п+1 5" 


пёп lAn) < (n. + 1)J|ƒldu < +00 với mọi n € N. Tuong 
A 


Ао = | н< | Лан | Дйн < +o. 
Лау А, 4 
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Cuối cùng, dễ thấy rằng_ 
{тє A| f(z) #0} = доо (Ü Ú An), 


là đều phải chứng minh О 

3.1. Hướng dẫn. Điều kiện cần được suy ra từ định lí hội 
tụ bị chăn của Lebesgue. 

Gia sử lạ fadu — 0 và f, `, f. Khi đó rõ ràng rắng 
f > 0. Tt М J lo há bà. cá sáu, h p ы 
h.k.n. trên A. 

3.2. Độc giả tự giải. 

3.3. Độc giả tự giải. 

3.4. Hướng dẫn. Đặt ƒ„ = хь," п € ЇЧ. Lúc này 
0< fh Z ƒkhim оо. .. | 

3.5. 


(a) Dë ý rằng f khả tích trên А và nếu r € A, thì 
n < |f(:r)| < n + 1. Do đó 


0 <npÀA, < f fldu < f \Лди < +œ. 
An JA 


Từ dày, 0 < иА„ < Lf, |ƒld¿¿ < +оо và ta duoc иА„ — 0 
khi n. — oc. Lấy tùy ý e > 0. Vì g khả tích trên А nên tồn tai 


ó > 0 sao cho | | 
LÍ sau <е 2 (9) 
Ё 
với mọi tập đo duoc e C А mà pe < ó. 


| Theo trên pAn — 0 khi n — œ nên có no € N sao cho 
với moi n € N, п > по thì иА„ < б. Từ đây và (=), khi 


п > по thì 
| J gdu| < є. 
Âu 
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Điều này có nghĩa là lim М! д, (lu = 0. 


(b) Rõ ràng rằng В| = о An và A, nA = 0 khi n Z m. 


Do đó theo cách xác định các tập Áa và tính ơ—cọng tính cua 
tích phần ta được 


S "np, = XÃ ndu < XÃ | ƒ|du 


na | х=: | п= | 


= Í лла f fldu < +. 
Г} | 4 


(с) Hướng dẫn. Tiến hành tương tự như (а), với В„ thay 
cho An O 
3.6. Hướng dẫn. Áp dụng Hệ айа 3.1.4 cho dãy (| f,,|), 


để có 
(lu =j У лаи. 
А n=l 


n=l 


Từ đây suy ra chuỗi м fa(r) hội tụ tuyệt đối h.k.n. trên A. 


Để ý | rà fa|< Ў |.| với mọi n Є N rồi áp dụng định lí hội 
tu bị xiên Т.д 


3.7. Hướng dẫn. Chứng minh tương tự (hoặc áp dụng 
Bài 3.6). 


3.8. Hướng dẫn. Để ý 0 < fan  ƒ trên A. 
3.9. Gọi E; = (r€ A | 27-1 < f(e) < 22}, ie Z và 
О, = 2 уе, n € N. Khi đó tồn tại một hàm đo được 


Tra: E ca trên A khi n — 
rằng Ü < f < g hầu khắp À тш 
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_ Giả sư f khả tích trên A. Khi đó vì Øn < 2ƒ và dë ý rằng 
với môi ? € ЇЧ, ø„ là hàm đơn gian, ta được 


x | | | 

? 2”); = lin dli < | лы 
2, [ип J ndu < 2 J fdu < +оо. 
== = С, А A 


z" x . h Ë r ч Ж = ` 
Trái lạ, giả sử Y 2m < +оо. Khi đó, mỗi n, đ„ là 


1= —oo 
kha tích và g cũng vậy. Vì 0 < f < g nën f cũng khả tích D 
3.10. Hướng dẫn. 


А z + оо 
(а) Đề ý răng / gdu = > иЕ,.. 
(b) Kết luận được suy ra từ đẳng thức 
А = {r € X | g(z) = +оо) 


và g kha tích trên X. 


3.11. Hướng dẫn. Ар dung tính ơ-cộông tính của. tích 
phần cho hàm |f]. | 
3.12. 


(а) Đặt f(k) = Г, k € N. Lấy tùy ý e >0. Khi đó tồn 
tại một số tự nhiên те sao cho — < є. Nếu n > nọ thì 


к: nếu k > п 
f (k)— Jf(k)| = < * й | 
a0) - гл d i ае 
và do đó |. (k) — ƒ(k)| < є với тот > no và với moik є N. 


Vậy (ƒ„)„ hội tụ đều về f trên N. 
(b) Ta có 


‚ма — 1 | 
ла = Уи) =” £ — +оо khi n — oo С 
N k=l | 


k=l 
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3.13. Độc giả tự giải. 
3.14. 


Để ý rằng hàm y(t) = түт, t > 0 là đơn điệu tăng ngặt. 
Do đó nếu s,f > 0 thì 
£ 
s > £ khi và chi khi кы мы ы ы 
lI+s—”1+£ 


_ ө Già su (+) thỏa mãn. Lấy € > 0 tùy ý và đặt An = (= € 
A | Пн) = АҢ)! > € }. Khi đó, 


—„(Í+e Ai AO- е 
= "(1 EATE- IP T+zj) 











Ё ü É 
ТАРР = „= 
= `. Lin 
< ——————d п < ——————-|Ì: — Ü 
L + Tát A 1+|f, — J| ở i 


khi n — ос. Như vậy f, — f trên А. 
s Gia sư f, = f trên A. Với kí hiệu như trên, ta có 


(т) — ƒ(r)| 


Мер I +[/(ж®)— f(z)| © 


e} C An. 





Do đo —— i —— 0 trên A. Vì Tư < 1 và нА < +оо 
nên định lí hồi tu bi chan Lebesgue cho ta 


— du — 0 
РҮ 
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4.1. Hướng dẫn. Áp dụng Định lí 4.21. 
4.2. Độc giá tự giải. 

4.3. Độc giả tự giải. 

4.4. Hướng dẫn. Để ý rằng 


| = т? 1 1 | = 
J | [ уе (1+ ашу) р(х) = 2 [ 7981) ai 1 


Ю.ос) 
| Í то] ( f еа) J еа) 
[0,со) [0,со) [0,со) [0,сс) 
=( | еа). 


(0.5) 
Áp dụng Định lí Tonelli để suy ra điều cần chứng mình. 
Bài tập бп. 
O1. Hướng dẫn. Để ý rằng tập 
| 1 
Ba = (z€ X | ƒ() > =, 

có dô do hưu һап 

O2. 


(a) Độc giả hãy tự giải. 
-(b) Để ý rằng với moi n € N ta có 


Í Р | 0 nếu pAn, = 0, 
J1 ВЕ 2, niup £0. 
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Mặt khác, vì f > 0 trên X nên theo tính ø-cộng tính của tích 
phán ta được 


че `. 
1 = | dụ — < +оо. 
| ta, X sya s со 


Vây f kha tích trên X. 
(с) Vì các tập А; rời nhau từng đôi một nên ta có 


TL со 
lim i йш = lim Š ` J du = J fdu 
шы Ba š 97 về 2. Ån 


n=l 
= | ta 


Cách 2. Có thể chứng minh theo cách ở Bài 3.4 О 
O3. 
Từ gia thiết, tồn tại nọ € N sao cho 
|А(т) — f(z)| < 1, với mọi z € А, n > no. 
Do đó, | | 
[ƒ()| < 1+ |/aa(z)| và 
Р (2) = ¿+ |ƒnu(#)|. với mọi z € А, n> по. 


Vì uA < +оо và fno bị chặn nên 2 + |ƒa„| kha tích trên А. 
Từ đây và định lí hội tụ bị chặn Lebesgue cho ta 


тсе Д А 


Khẳng định trên không còn đúng nữa nếu uA = +оо. Để làm 
ví dụ minh họa, chúng ta hãy xét dãy hàm (fn)n trên В với 


l | 
Jn = = Хол) n € N. 
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Khi đó (f..),, hội tụ đều về hàm f = 0 trên R nhưng 


Е дш f Лаа =1#0< Í ra. 


Thật vậy, ta có |у, (т) – f (x)| < 2 với mọi r € R và mọi 
n € ЇЧ nên (/„)„ hội tụ đều về f trên R. Hơn nữa, 


1 | 
L fandu = (|0, п]) = 1 vói mineN O 
R n 
O4. Huóng dẫn. Đặt 
=5 
a= | fdp =sup у ( ìnf f(r))u(Aa). 
|1 u P2 (An Aea ) 


-trong đó, sup được lấy trên họ tất cả các dãy tập hợp (An )n 
до được, đồi một rời nhau và Ü Âu = А. Khi đó 
: w = 


J PA У J => ус UD геи 


nën f, Jan > a. DZ chứng minh bất đẳng thức ngược lại, có 
thể dùng định lí về cấu trúc hàm đo được không ат. 
| O5. Hướng dẫn. Trước hết già sử f = ХА Với А là 
một tập đo được nào đó của T. Rõ ràng rằng ¿(A —b) c J 
- f >» ` ии 
Lại đề у гапе yalar + b) = Хі(д-5)(). Do đỏ theo Bài tập 
4.7 Chương 2 ta được I 


J su = nA = ат Ј tan 


Từ đây suy ra công thức cần chứng minh đúng cho các hàm 
ас trung và do đó cüng đúng cho các hàm đơn giản. Впр 
“sa lập luận quen thuộc ta cũng suy ra được công thức cần 
Xe ng đúng cho các hàm đo được không ầm và các hàm 
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O6. 

(а) Trước hết ta thấy d(f,g) hữu hạn và không âm vì 

и(Х) < so còn hàm dưới dấu tích phân không âm và nho hơn 

1 hầu khắp nơi trên X. Hơn nữa, d(ƒ,g) không phụ thuộc 

vào việc chọn các hàm ƒ, g trong các lớp tương đương. Giả sử 
d(f.g) =0. Thế thì 

|ƒ() — g(r) 


gir r m i asa 


h.k.n. và do đó f(r) = g(x) h.k.n. 
Đăng thức d(f,g) = d(g, f) là hiển nhiên. 
Dë ý rằng nếu a,b,c > 0,a < b+ c thì 


q = b А С 
l+a ` 1+6 1+с 








Do đó với f.g.h € (X. М. u) ta được 


(т) = a)l < Ife) - hlr) 
IL+l/@“')—ø(r)| 1 АС) — h(r)| 
|һ(т) — g(:r)| 
1 + 150) — g(r) 
Từ đây, d(f.g) < d(f.h) + d(h.g). Мау d là một mëtric trần 
(Х.М, и). 
(Ь) Хет Bài tập 3.14. 
(c) Giả sử (fn) là một dãy Cauchy trong 5(Х, М, u). Với 
mỗi số tự nhiên k, tồn tại 0; sao cho d( fn, f.) < 27¥ khi 


© n> nk. Ta luôn có thể giả thiết rằng ny < mə < --- < nk < 
„e Vì chuỗi 


h.k.n. 


= | пкр 77 fe. = 
y | = ЭСТ 
bæi х пф Tik 


k=l 
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ы т Ж. а | 
hội tụ nên chuối У? ok (z) hội tụ hầu khắp nơi với - 
I k=1 : 


|: (т) ч fn. (z)| 
1 + |F. a (Z) — fs: (@)|' 


Giả sử chuỗi này hội tụ tại z € X, thế thì |ƒa,„,(z)— fs, (z)| < 
1 với k đủ lớn. Do đó 


ак) = k € N. 


[fax (z) — fa, (z)| < 2ak (z). 


Vày chuối 


OO 
fa (z) + > (fasi (z) — fa, (z)) 
k=1 
hội tụ h.k.n. Gọi tổng của chuỗi này là f(z). Khi đó f đo được, 
hữu hạn һ.К.п. và fn, — f h.k.n. Do p(X) < со, fa, —5, f. 
Theo Câu (b), đ(ƒfa„, f) — 0. Ta suy ra 
đ(ƒx, f) < а, fns) + đ(ƒa„, f) — 0 khi k — соп 
O7. Độc giả tư giải. 
O8. Độc già tự giải. 
O9. Độc giả tư giải. 
010. Hướng dẫn. Để ý rằng f,g đều là các hàm đo 
được không âm trên (0, +оо) nên các hàm tập xác định trên 
ơ-đại số các tập đo được Lebesgue trên (0,oo) bởi các công 


thức 
А) = Í ар, Х(А) = J gửi 
А | 
(A là tập đo được của (0, оо)) là các độ đo. Hãy viết 


(0,o) = Ú (0,n] hay (0,oo) = (0,1)U ( Ú [n,n + 1]) 


n=1 


WWW.MATHEDUCARE.COM 


“ MATH-EDUCARE 


rồi áp dung các tính chất của độ до. 
: _ ¬ 
4 an. ' = N En. Dễ chứng minh 

O11. Hướng dẫn. Đặt E a ai g min 
апос răng ХЕ/ = lim X Ë, Í trên E. Ngoài ra, do XE, f| < 
f trên Eạ, với mọi n € N và khả tích trên E, nên định lí 
hội tụ bị chặn Lebesgue cho ta điều phải chứng minh. 

O12. 

(a) e Với mọi a € R, mọi n Є N, 


(r e [0,1] | go falz) >а} = fç'(g_'((a,co)). 
Vì g liên tục nën 0! (а, оо)) là mở trong [— M, M] và do đó 


g-l((a,oo)) = [-M,M] N V với V là một tập mở nào đó 
trong R. Từ đây, 


(ze [0.1] | go fale) > ay = fr (MMI) A fç (V). 


là tập đo được Lebesgue. Vậy g o ƒa đo duoc Lebesgue trên 
[0, 1]. Tương tự như vậy ta cũng có go f là hàm do dược trên 
I0, 1]. 

e Với € > 0 tùy ý, do g liên tục đầu trên [— M, М] nên có 
6 > 0 sao cho với mọi z,zˆ € [- M, M] mà |r — r'| < ó ta có 
|lø(z) — 9(2')| < є. Từ đầy, 
{т € {0, 1] | lg  fa(z)—ø ° ƒ@)| 3 є} 

C (z € [0,1] | l/a() — ƒ()| > 6}. 
cùng với giả thiết f, — f ta suy ra go f, — go f trên 
I0. 1]. 

(b) Do ø liên tục trên [— М, M] nên nó bị chăn trên đoạn 
này, nghĩa là có K > 0 sao cho |g(z)| < K với mọi r € 


(—Af, M]. Do đó |g o ƒa()| < K với mọi z € [0,1] và mọi 
п € N. Từ đây và Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue ta được 


im f gofadu= | gofdu D 
n—ee /(о,1] ол] 
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O13. (i) Với mỗi n € N ta đặt 
mm | 
n = {T € E | f(z) < =h 
Khi đó Ёһ+1 C En với mọi n € N và 
N En = (z e E | ƒ(z) <0} =0. 
Vi [Е < оо nên 
[п НЕ = u( À En) = 0. 


Do vậy tồn tại nọ € N để cho E„¿ < $. Nếu e C E, pe >Q 


thì 
ple \ Enu) > pe — иЕе > Z và 
1 Q 
J ta | fdp 2 -ще\Б„)> ©. 
e е\Е., no - no 
Vậy 


иң f eg E,ue > ap S > 0. 
e Т) 


(ü) Khi pE = +оо thì khẳng định trên không còn đúng 
nửa. Thật vậy, xét độ đo Lebesgue trên R, E = [0, +20) và 
f =e, z € E. Khi đó f (L)-khả tích trên E, f(z) > 0 với 
mọi т € E nhưng với mọi € > 0 ta đều có 


| TOTE ET < et < e khi b> а> те 
а, 
Nghĩa là | 

mf{ Í fdu | e C,ue > а} = 0 Г] 
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O14. 
Trước hết g đo được Lebesgue trên |0, 1]. 
Vì 
+z—=Ũ+ T ше! Б == е 


nên tồn tại ó € (0,1) và К а 0 sao cho || < K với moi 
т € (0,6). Từ đây, |g(z)| < + với mọi т € [0,ó) và do đó g 
khả tích trên [0, б). 

Mặt khác, vì g liên tục trên [ó, 1] nên khả tích Lebesgue 
trên đoạn này. Vậy g khả tích trên [0,1] D 

Ol5. Độc giả tự giải. 

0O16. 

Với mỗi số tu nhiên n, ta đặt 


| 1 | 
En = (z€ X | |/(#)| > =} và Jfa = f xz, 


Gọi E = (z € X | f(z) # 0} thì |ƒa| < IfI và f,(z) > f(z) 
với mọi г € E. Do f kha tích trên X nên khả tích trên E và 
do đó Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue cho ta: 


Í fan = | fdu = lim Í fadu = lim j fdu < а. 
х Е п — 00 E ftL—+CO En 


Kết luận sẽ không còn đúng nữa nếu bỏ di giả thiết f 
khả tích trên X. Thật vậy, hãy xét ví dụ sau. Lấy X = R, 
А = P(R) và pE = 0 nếu hữu hạn còn Е = +оо nếu E 
vô hạn. Khi đó với f = 1 trên R ta luôn có Ía Ƒdh < nề = Ü 
với mọi E C R, pE < +оо. Tuy nhiên fR fdu = +оо D 

O 17. 

(a) Đặt g = тах{[/|, ƒ?}. Khi đó ta có g < |f| + 72 nên 
g kha tích trên X. Do vậy khi 1 < p < 2 thì |f|? < g và fP 
khả tích trên X. 
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(b) Ta xét hàm 


ф(р) = }, |ƒ|JPdu, рє |1, 2]. 


Giả sử (рь), С [1,2] và рь — 1 khi n = ov. Gọi fa = |f“. 
n € N. Khi đó, fah — |f| h.k.n. trên X và 0 < f, < g Với 
moi n. € N. Theo Định lí hội tụ bị chặn Lebesgue, ta được 


шь) = Í Ia = | лан | an 


Vậy e(p) > (1) = f, Lƒldu khi p — 1. Do đó khi p — 1 ta 
có 


1 
= In ø(p) ¬ In ø(1) 
P 

và, 


| ГА |f аи)" = p(p)" — (1) = J. Дан 


(lưu ý rằng khi f = 0 h.k.n. trên X thì dáng thức сап chứng 
minh đúng một cách hiển nhiên ) D 

018. 

(i) Trước hết xét trường hop f > 0. Đặt 


"E= {r EX | f(r) =1), Е. = (ze Х| ƒứ) >а}, а>1. 


Ta có, với mỗi n € N, 


Í fdp = J Јар > { ƒ dụ >а uE 
X x К 


hay pEa < a" fy fdp với mọi n € N. Cho n — œ ta được 
нЕ. = 0. Do đó, 


u({z € X | f(z) > 1}) =n(Ô Еца) =0, 


1Ê-CBLVBRTHT 
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tức là ƒ(z) < 1 h.k.n. trên X. Từ đây ta suy ra 
() < ға-Лаг< | а-ар = | fdu- | ƒ?dụ = 0. 
Ее ЕХ х x 


Như vậy f = 0 h.k.n. trên Ес. Điều này cũng có nghĩa là 
f = xe h.k.n. trên X. 

(ii) Gia sử f là một hàm khả tích bất kì. Đặt g = f? thì 
u > 0 và Ју g"du = fy gdp với mọi n = 1,2,3, - Theo 
chứng minh ở phần (¡) ở trên, tồn tại một tập đo được F CA 
sao cho g = xr h.k.n. trên X. Gọi 


E = (z € X | f(z) = 1} và G = (m € X | f(z) = -1). 
Thể thì Еп G = 0 và F = EUG. Từ các đẳng thức 


J = | tiu= | tau- | ƒdụ = uB = aG, 


J fdu= | Pan = | a= uF =uB+ но 
x x F 


ta suy ra G = 0. Vậy f = xz h.k.n. trên X O 
O19. 


Vì mỗi hàm :r — =- ‹ là đo được Lebesgue và không 





ат trên [0,1] nën hàm số 
сж) 


ло) = 272 т € [0,1] 


cũng đo được và không âm trên [0, xả Ta có 
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(để ý rằng ta đã sử dụng bất đắng thức Cauchy-Bunhiacôp-xk 
Va+v1—a< v2). Vậy f khả tích Lebesgue trên [0, Н và 
do đó, hữu hạn h.k.n. trên [0,1] D 
O20. Lấytùyýt€ T. Giả sử (ta)a C T và tn > t trong 
Т. Xét các hàm fa: X — R cho bởi fa() = (ж), n = 
1,2,... Từ giả thiết ta có |ƒa(z)| < ø(z) h.k.n. với mọi n = 
2,... và | 


lim (ж) = lim f(z,t,) = f(z,t), với moi z € X.. 
п —— OQ п — QQ 


Theo Định lí Lebesgue vë sự hội tụ bị chặn ta được 
| 
Plta) = | Л.) = | е f 1,94 = РО. 
x X Oo JA | 


Vây F liên tục tại t và vì t là điểm tùy ý thuộc T nên F liên 
tục trên T О 

Nhận rét. Nếu ta thay gia thiết " với mỗi z € X, ƒ(,.) 
là hàm liên tục trên T” bởi giả thiết 

“Tồn tại to Є T và một hàm h trên X sao cho lim f(z, js 
h(x) với hầu hết các т € X" thì ta có các kết lận sau (xin 


độc giả hãy kiểm tra) 
(i) h là hàm kha tích р X, 


(ii) Jim Jx. ƒ(x,t)du() = fy h(r)du(œ 

озі. 

Đặt ŠL (т, to) = 0 tại mọi điểm z mà đạo hàm riêng này 
không tồn tại. Khi đó đẳng thức 


Дай то) _ 0} 


lim | э“ to) 


t—tln t — to 


thỏa mãn h.k.n. trên X. Do vậy theo Bài 020 (chính xác là 
nhận xét sau Bài 020), 27 (., #0) là một hàm khả tích trên X 
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và hon nữa, 


F(t) - Fứo) ү f(z,t) — f(z, to) 


t — to Jx t — to 


— | ею) 


du(z) 


khi # — to. Điều này chứng tỏ rằng F khả vi tai tọ và 
| ` of 
Р) = | (тю) D 
x д 


022. 
Theo gia thiết, tồn tai М > 0 sao cho |f”(z)| < M với 
mọi г € [a,b]. Ta xét hàm Е: R — R xác định bởi 


Аа) + Р (а)(т– а) Кыз < a, 
Ба) = < f(r) khi a < r < b, 
( /(b)+ f (b)(r— b) khi > b. 


Khi đó rõ ràng F khả vi trên R và |F”(z)| < M với moi z € R. 
Với mỗi số tự nhiên n, đặt 


1 ~ 1 К(т+{+)—-Е(т 
монеа ној EERE, sen 


Thế thì ƒ„ liên tục уа dim falir) = F'(z) với mọi r € R. 
Hơn nữa, theo định lí giá tri trung bình Lagrange ta được 
lƒ„(r)| < M với mọi r € R vàn € N. Bây giờ Định lí 
Lebesgue về sự hội tu bị chặn cho ta 


b 
(1) | ra. = lim (L) | лаи = lim (P) Í ƒ„(+)da. 
[а.Ы [a,b] - 


(°) 
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Mặt khác, dùng phép đổi biến u = т + 1 trong tích phân 
Riemann sau cùng ta được | 


(R) f f. (z)d= = [f F(:r + zdz — [ F(z)dz 


_ |”: F(u)du _ f F(z)dz_ 


=n| [”” F | ajar- |" F(z)dz] 


Е шы Е(т)ат _ Ja Е(т)ат 
= - ——. 


п ті 


Theo định lí về giá trị trung bình trong tích phân Riemann, ¡tồn 
tại En Є [b,b + 1] và т, € [a,a + 2) sao cho 


b++ a++ 
| Е(т)ат J F{r)d: 
— — và F(q) = — 


— i 


n. 1 


F (£,) = ne N. 


Cho n. — оо ta được 


„Ь | 
lim (R) Í fa (z) = lim (Е(&) — Р) 


п. — OQ 


II 
"TJ 
— 
ы" 
һай" 
i 
и> 
¬ 
. 
lÍ 
¬> 
“=ч, 
> ы 
а" 
| 
— 
=ч, 
= 
Wawa sik 


Diëu này cùng với (ж) cho ta đắng thức cần chứng minh О 
023. 


Rõ ràng f bị chặn trên [0, œ<) và tập các điểm gián đoan 
của f trên [0, с) là N. Vì vậy trên 0). b], f chỉ có hữu hạn 
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điểm gián đoạn nên khả tích Riemann trên [0, b] với mọi b > 0. 


| | п / 111—1 
Với mỗi п € N, goi S = ў EH th 
i=l 


b 
1 


Шт ( n [` ƒ(z)d+r = „ш бү s, = ©“ 


n=l 


Aaf РЕ bm = = 
là một số hữu hạn. Tuy nhiên |f| = $ 2х1 là hàm 
=} 
không khả tích (L) vì " 


ш Í a=; f лаа 1 п 


[0,оо) "= |0,oa) нЕ! 

024. 

Do f liên tục trong các khoang (пт, (п + 1)л), n = 
0,1,2,... nên f đo được Lebesgue trên [0, оо). Hơn nữa, 
f > 0 nên tồn tai (L) f fdp. Vì singz > 0 khi và chỉ khi 

[0,оо) 
т € (2пт,2пт + т), п = Ö,1,2,... п 


оо 


(L) ] fdu = У (L) 7 fdp. 
[О,оо) =9 (2nrr,2n +) 
Goi 
(2n+1)x 
lạ =(L | Јан s= (R rdr, 
) J H= (R) J " /(т)ат, 


(2мх,2ихт+) 
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пов 0,1,2,.... Bằng phép biến đổi t = = -. 2nr ta được 


к. < 
La a б e~*| sìn † сов, _ a-nn j, 
0 Vsinf 


Do sin + — cosz < 0 khi 0 < z < 7 + Và sin z — совт > 0 khi 
+ < т < r nên dùng phương pháp tích phân từng phần ta có 


е} 
= | s —=—ar- ` ml vn dt 
/0 0 


/sin t 





т е4 cost 
+ |. еї /sin t dt — а a 
1 


bì sin Ё 


í | + - 
=2 | e"1d(v mh- Í еї sint dt 
0 
етта 3 f e~1d(v5in #) 





K; 1 

=2е7 š \/зїп |1 — 2e 7% vsin |5 = 20е i. 
Vậy 
(L j7 да): = X In ве $, ре 
[0,со) n=0 т 0 
„208672 n 
1-е" 
О25. 


Cố dinh a > 0 và định nghĩa /. (2) = /(тт), r €|0,al, 
п € N. Theo giả thiết thì lim fa (z) = ó với mọi z € (0,a]. 


Do lim n ƒ(z) = ô nên có M: > >D sao cho |ƒ(z)| < |ó] + 1 khi 
т> ы, Mặt khác, vì f liên tục trên [0, M] nên bị chặn ở trên 
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đoạn này. Qo đó, tồn tại hằng số K > 0 sao cho |ƒ()| < К 
với mọi т > 0. Vậy |f„(z)| < K với mọi z € [0,a] và mọi 
n € N. Ар dụng Định lí Lebesgue về sự hội tụ:bị chặn ta được 


lm Í /(пт)4щх) = lim f fady 
[0,a] [0,a] 
= j баш = аб. 
[0.a] 
O26. Độc gia tự giai. 


O27. 
Ta có 


| âu... xiên T l М оттп 
n(t)dt = —Ït =——`, — — сла 
j, ч j, 1 + 1+ 210 J (1 + :r)2 


TỪ +" 4 
= — + ————— (+. 
2 Jo (1+2)? 


Do pn 
và n 


2с T N | 
„Шт (1+ r)? =0, то r € |0, 1) 


nên theo Định lí Lebesgue về sự hội tụ bị chăn ta có 
| „1 п 
liin J Өк. жаш” 7 = lim (L) M эи" = () 
п а x 0 (1+)? n—oç ' (1 + :r)2 е9 
[0.1) 
Từ đây ta suy ra điều phải chứng mình О 


WWW.MATHEID)UCARE.COM 


MATH-EDUCARE 
249 


O28. 
(а) Оо v xác định trên £ nên ta có £ C М. 


Để làm ví dụ cho trường hợp £ Z M ta hãy xét R VỚI 
độ đo Lebesgue и và f = (1 2). Оо 


1 
(0,1) = f Ази =0 
ũ 


nên ta suy ra rằng nếu B C [0,1] thì 
⁄*(B) < „"*([0,1]) = 0, 
nghĩa là mọi tập con của [0,1] đều thuộc M. Trong khi đó 


ta lại biết răng tồn tại tập con của [0,1] không thuộc £. Vậy 


L # М. 

(b) Nhờ Câu (a), ta chỉ còn phải chứng minh M C L. 
Trước hết, giả sử v*(A) = 0. Theo Bài tập 3.12 Chương 2, 
tôn tại tập B € £ sao cho A C B và (В) = „*(А) = 0. Do 
4а Хар = u(D) = 0 và f không ầm nên f = 0 џ-Һ.К.п. trên 
B. Nghĩa là 

u({x € B | f(x) > 0}) =0. 


Mặt khác từ giả thiết ¿({z € X | ƒ(+) = 0}) = О ta suy ra 
ите В | /(®) =0}) =0 
ƒ không âm nên 
ĐD={zc€DP|/(r)>0}Uu{zc?DB|ƒf() = 0) 
là tập có độ đo 0 (đối với џи). М и là độ đo đủ nên А є L. 


Bây giờ gia sử С € М. Lại theo Bài tập 3.12 Chương 2, 
tón tại D € £ sao cho C C D và + *(C) = u(D). Chú ý rằng 
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v 1а một độ đo hữu hạn (do f khả tích trên X) và DNC € M 


nên f 
;"(D\C) =*(D)—v(C) = 0 
(vì * AA là một độ đo). Theo chúng minh ở trên thì D\C € £ 
và vì Vậy, 
С = р\(р\С) єг. 


(с) Trước hết ta xét trường hợp д là һат đặc trưng, 
g = хк với E € L. Khi đó 


Jgdu = |xedv = (ЕПА) = | јар 
А А | ENA 
= fxefdp = fgfdp. 
A A 


Nếu g là hàm đơn giản thì từ tính tuyên tính cua tích 
phân và chứng minh trên ta suy ra [даи = f gƒdụ. 
| А А 


Già sử g > 0. Tồn tại một dãy đơn điệu tăng các hàm 
đơn giản không âm (gn)n hội tụ về g. Vì (gnf)n là một dãy 
đơn điệu tăng các hàm không âm hội tụ về gf nên theo định 
lí Levi về sự hội tụ đơn điệu ta được 


| odv = lim [gu = іт f On fdu == J. gfdh. 
A 


Khi g là hàm khả tích bất kì, ta có 


[ва = | авама J = ft = | ofan, 
А А А А 


là những số hữu hạn. Vậy 


ƒ(gdu = Ƒg du~ fag du = fa gt fdv — f, 9" ƒdụ 
= Jf (g*f —g fdu = f 92fda O 
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029. Hướng dẫn. Để ý If- fl < IFI. ы 

moi n € N. y lứa fl <s lfa] + |f] < 2g với 
030. 


‚Та thấy f là một hàm số bị chặn ở trên [0, 1] và các điểm 
gian doan của f thuộc tập hợp 


{0} U{z € (0,1]| sin(In £) = 0} = {0} U {e™*" | k = 0,1,...} 


Đây là tap đếm được nên có độ đo Lebesgue bằng 0. Do đó 
f kha tích Riemann trên [0,1] và ta có 


(R) / ве = (L) | dụ = У) | ra 
0 


[0,1] k=0 (e~(tk+†1)x e-kr) 
Lưu ý là trên đoạn [e (F+1)x ¿—kz] thì 


sign(sin(In z)) = (—1)*†! 


nen 
(L) Ј fdp = 5 (T1)?! (е-®" стн) 
[0,1] k=0 
i = Dü 
O31. 


(a) Già sử r < 0. Khi đó, ƒ„(z) = 0 với moi n € N nên 
т fa(z) = 0. Nếu т > 0 thì tôn tại no € N sao cho ng Er 
Từ đó fa(x) = O với mọi n > no. Vì vậy trong trường hợp 
này ta cũng có lim ƒạ(z) = 0. Tuy nhiên 

п — OO 


1 ] 
[һа = r./:((0, -L = Th < = [ = 0, n € N. 


IR. 
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(b) Đặt 


Заа) = У `w, (z) = filr) — ft}: ТЕ R, n € N. 
i= l 


e ¬ 
Ta có lim S„(r) = filr). nên У) ta(r) = filr) với mọi 
r — SS "= | 
г € В. Lập luận ở Câu (а) cho thấy với mỗi + € R, tôn tại 
: : = 
mạ € N để и, (т) = 0 khi n > nọ nên chuỗi số 2 wa (z) hội 
n=l 


tụ tuyệt đối. Vi 


Í tindu = J luan — | нчи 
[0.1] [0.1] [0.1] 
=1-1=0, n€ N 


=. 
>` = 1 1 = J na Г) 
n=l ду ү) 


[0.1] 


А | СЕ -ry ne » 
032. Hướng dẫn. Đề ý răng |e~7# sinzr| < e77 và 


ро] = | | J edr] dụ 


[0. эс) [0.5] 
ос l гу? 
+ J 2 | е‘ ана 
/Ị th Ü | | 
SP: 


sra -jart 1. 
J 0 


Từ Định lí Tonelli ta suy ra được e" khả tích trên Í0. г] x 
0. x). Cũng từ định lí này ta suy ra duoc điều phai chứng 
minh. : 
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